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1. Ââåäåíèå. Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ èíâàðèàíòíûå âåðîÿòíîñòíûå ìåðû
äèñêðåòíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû íà ãðóïïå ïåðåñòàíîâîê N òî÷åê, âîçíèêàþùåé
êàê äèñêðåòíàÿ ìîäåëü íåñæèìàåìîé æèäêîñòè.

Íàïîìíèì, ÷òî äâèæåíèå íåâÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ äèôôå-
ðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì Ýéëåðà

∂v

∂t
+ (v · ∇)v = −∇p, (1)

ãäå v(x, t) � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé æèäêîñòè, à p(x, t) � ïîëå äàâëåíèÿ (ïëîòíîñòü
ρ áóäåì ñ÷èòàòü åäèíèöåé). Ïîëüçóÿñü îïåðàòîðîì ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïî
âðåìåíè d/dt = ∂/∂t + v · ∇, óðàâíåíèå (1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dv

dt
= −∇p. (2)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà, â ÷àñòíîñòè, ñëóæèò ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ òóðáóëåíòíîñòè
â ïðåäåëå èñ÷åçàþùåé âÿçêîñòè èëè áåñêîíå÷íî áîëüøèõ ÷èñåë Ðåéíîëüäñà [1]. Ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿþò àñèìïòîòè÷åñêèå ðåæèìû ýâîëþöèè
ñëó÷àéíûõ íà÷àëüíûõ ïîëåé ñêîðîñòè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê èçó÷åíèþ áåñêîíå÷íîìåðíîé äèíàìè÷åñêîé ñè-
ñòåìû, îïèñûâàåìîé óðàâíåíèåì (1) èëè (2). Â ÷àñòíîñòè, äâèæåíèå íåñæèìàåìîé
æèäêîñòè ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê èíåðöèîííîå äâèæåíèå â áåñêîíå÷íîìåðíîì êîí-
ôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàçîâàííîì ãðóïïîé Ëè SDiff ñîõðàíÿþùèõ îáúåì
äèôôåîìîðôèçìîâ � îòîáðàæåíèé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, çàíèìàåìîé æèäêîñòüþ, â
ñåáÿ[2]. Èçó÷åíèå ýòîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå òðóäíîñòè,
ñâÿçàííûå ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé êîíôèãóðàöèîííîãî ïðîñòðàíñòâà (ýòîò âîïðîñ
èçó÷àëñÿ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ À. È. Øíèðåëüìàíà è ß. Áðåíüå). Íå ñóùåñòâóåò,
íàïðèìåð, ãëîáàëüíîé ïî âðåìåíè òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ãëàäêèõ ðåøåíèé çàäà÷è
Êîøè â òðåõìåðíîì ñëó÷àå.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü äèíàìèêè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, â
êîòîðîé êàê âðåìÿ, òàê è ïðîñòðàíñòâî äèñêðåòíû, à ãðóïïà Ëè SDiff çàìåíÿåòñÿ
äèñêðåòíîé ãðóïïîé ïåðåñòàíîâîê. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî ñóùåñòâîâàíèå ãëîáàëüíûõ ïî
âðåìåíè ðåøåíèé è, â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ, íî
îñòàþòñÿ âîïðîñû î ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû ïðè ñëó÷àéíûõ
íà÷àëüíûõ äàííûõ, îñîáåííî â ïðåäåëå áîëüøîãî ÷èñëà ÷àñòèö æèäêîñòè.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà äèñêðåòíîé ìîäåëè, âûÿñíåíèå
óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè, ïðè êîòîðûõ äèíàìèêà ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî îïðåäå-
ëåíà è ïîëó÷åíèå íåêîòîðûõ ñòðîãèõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðèìåíåíû êàê àíàëèòè÷åñêèå
ìåòîäû, òàê è ïðÿìîå ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè äèñêðåòíîé ìîäåëè.

Ðàáîòà ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïëàíó. Â ðàçä. 2 ôîðìóëèðóåòñÿ äèñêðåòíàÿ ìî-
äåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ðàçä. 3 ïðèâåäåí íåîáõîäèìûé ìèíèìóì ñâåäåíèé èç âû-
ïóêëîãî àíàëèçà, èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå óòâåðæäåíèé ðàçä. 4 è 5. Ðàçä.
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4 ïîñâÿùåí îáîñíîâàíèþ êîððåêòíîñòè ìîäåëè: ïîêàçàíî, ÷òî ðàçíîñòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå åå ýâîëþöèþ, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííîé äèñêðåòèçàöèåé óðàâíå-
íèÿ Ýéëåðà â ôîðìå (2). Â ðàçä. 5 ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé îäíîìåð-
íîé "æèäêîñòè"èç òðåõ ÷àñòèö. Èíòåðåñíî, ÷òî íåñìîòðÿ íà åãî êðàéíþþ ïðîñòî-
òó, èñ÷åðïûâàþùèé àíàëèç äàííîãî ñëó÷àÿ ïîòðåáîâàë ïðèìåíåíèÿ êîìïüþòåðíîé
ïðîãðàììû, òåêñò êîòîðîé ïðåäñòàâëåí â ïðèëîæåíèè 2. Â ðàçä. 6 ñîáðàíû ñòðî-
ãèå ðåçóëüòàòû, õàðàêòåðèçóþùèå äèíàìèêó îäíîìåðíîé "æèäêîñòè", ñîñòîÿùåé èç
ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà ÷àñòèö. Â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçä. 7 ïîäâåäåíû èòî-
ãè è ñôîðìóëèðîâàíû ãèïîòåçû, äîêàçàòåëüñòâó èëè îïðîâåðæåíèþ êîòîðûõ áóäåò
ïîñâÿùåíî äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå íàøåé ìîäåëè.

2. Ôîðìóëèðîâêà äèñêðåòíîé çàäà÷è: ïî N òî÷êàì ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæå-
íèÿ xi = {(x1

i , x
2
i , x

3
i ) | 0 6 x1,2,3

i 6 L, L ∈ R} êóáà ñ òîæäåñòâåííûìè ïðîòèâîïî-
ëîæíûìè ãðàíÿìè ðàçìåùàþòñÿ N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê åäèíè÷íîé ìàññû (çàäà÷à ñ
ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, òî÷êè ôèêñèðîâàííî-
ãî ïîëîæåíèÿ áóäåì íàçûâàòü �ìåñòàìè�, à ìàòåðèàëüíûå òî÷êè � �÷àñòèöàìè�. Íà
êàæäîì ìåñòå ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñòðîãî îäíà ÷àñòèöà. Ïåðåíóìåðóåì ÷àñòèöû ñîîò-
âåòñòâåííî èõ ïîëîæåíèÿì â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè (ò.å. i-ÿ ÷àñòèöà áóäåò íà
i-ì ìåñòå ïðè t = 0 ). Äàëåå â ìîìåíòû âðåìåíè t = n ∈ N ïðîèñõîäÿò ïåðåñòàíîâêè
÷àñòèö

πn(i) ◦ π−1
n−1(i) : xπn−1(i) → xπn(i),

ãäå (n + 1)-ÿ ïåðåñòàíîâêà π = πn+1 ∈ SN îïðåäåëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíè-
ìèçèðîâàòü ñóììó:

N
∑

i=1

ciπ(i) = min, ãäå cij = |xj − 2xπn(i) + xπn−1(i)|
2. (3)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ìèíèìèçèðóåòñÿ ñóììà ðàññòîÿíèé ìåæäó ðàçðåøåííûìè ìåñòà-
ìè xj è ïîëîæåíèÿìè, â êîòîðûõ äîëæíû áûëè áû îêàçàòüñÿ ÷àñòèöû, äâèãàÿñü ïî
èíåðöèè: yj = (xπn(i) + (xπn(i) − xπn−1(i))) = 2xπn(i) − xπn−1(i), òàêèì îáðàçîì

cij = |yj − xj|
2

è ïðàâèëî âûáîðà ðàññòàíîâîê ÷àñòèö ïî ìåñòàì â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ:

N
∑

i=1

|xπn(i) − yπn(i)|
2

6

N
∑

i=1

|xπ◦πn(i) − yπn(i)|
2 äëÿ ∀π ∈ SN (4)

Òàêèì îáðàçîì, çàäàâ íà÷àëüíóþ ïåðåñòàíîâêó π1(i), ò.å. íàáîð íà÷àëüíûõ ñêîðî-
ñòåé ÷àñòèö, ìîæíî îïðåäåëèòü äâèæåíèå ñèñòåìû â ïîñëåäóþùèå ìîìåíòû âðåìå-
íè. Ïðèìåíèìîñòü äàííîé ìîäåëè ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè áóäåò
îáñóæäåíà íèæå. Àíàëîãè÷íàÿ ìîäåëü ðàññìîòðåíà òàêæå â [3], ãäå ñâîäèòñÿ â èòîãå
ê çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ (assignment problem), ðåøåíèå êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êëàññè÷åñêóþ ïðîáëåìó êîìáèíàòîðèêè. Îòëè÷èå äàííîé ðàáîòû îò [3] çàêëþ÷àåòñÿ
â ïîäðîáíîì ðàññìîòðåíèè äèñêðåòíîé çàäà÷è, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü åå
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ïðè ìîäåëèðîâàíèè áîëåå øèðîêîãî êëàññà çàäà÷ íåæåëè ïîñòðîåíèå ìîäåëè èäåàëü-
íîé æèäêîñòè.

Áóäåì òåïåðü ðàññìàòðèâàòü äâèæåíèå íàáîðà ÷àñòèö, îïèñûâàåìîå ïåðåñòàíîâ-
êàìè πn(i) êàê îðèåíòèðîâàííûé ãðàô íà ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïå SN , èìåþùåé, î÷å-
âèäíî, N ! ýëåìåíòîâ. Óçëû ãðàôà ðàñïîëàãàþòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ýëåìåíòàõ SN .
Ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, íàëàãàåìûõ íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ÷àñòèö (ñì. íè-
æå ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 3-õ òî÷åê) äâèæåíèå ñèñòåìû äåòåðìèíèðîâàíî
è èç êàæäîé âåðøèíû ãðàôà âûõîäèò òîëüêî îäíî ðåáðî.

Òåîðåìà 1 Êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà îòîáðàæåíèÿ πt(i) êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà â ñåáÿ èìååò öèêë, è ïðè òîì òîëüêî îäèí.
Äîêàçàòåëüñòâî.Êîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà îáðàçîâ {i}, {π1(i)}, . . . , {πt(i)}, . . . âëå÷åò
ñóùåñòâîâàíèå ïîâòîðåíèÿ {πp(i)} = {πq(i)}, à ïîòîìó ñóùåñòâîâàíèå öèêëà ïåðèîäà
p − q.
Åñëè áû â îäíîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå áûëî áû äâà öèêëà, òî íà ñîåäèíÿþùåé èõ
öåïî÷êå ðåáåð èç êàêîé-ëèáî ïðîìåæóòî÷íîé âåðøèíû âûõîäèëî áû äâà îðèåíòèðî-
âàííûõ ðåáðà � îäíî ê îäíîìó, à äðóãîå � ê äðóãîìó öèêëó. �

Òàêèì îáðàçîì, ãðàô, îïèñûâàþùèé äâèæåíèå ñèñòåìû, âñåãäà ìîæíî ðàçáèòü
íà êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ñîñòîÿùèå èç öèêëà, ëèáî èç öèêëà ñ �ðàñòóùèìè� èç íåãî
äåðåâüÿìè. Íàïîìíèì, ÷òî äåðåâîì íàçûâàþò ñâÿçíûé ãðàô áåç ïðîñòûõ öèêëîâ.

Çàäàäèì òåïåðü íà SN âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó Pt, ãäå t � âðåìÿ, âçÿâ â êà÷åñòâå ñî-
îòâåòñòâóþùåé ñèãìà-àëãåáðû ñåìåéñòâî âñåõ ïîäìíîæåñòâ SN è ïîëîæèâ P1(π) =
1

N !
, ∀π ∈ SN . Â ñèëó òîãî, ÷òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè ãðàôà èìååò öèêë è

÷èñëî âåðøèí ãðàôà êîíå÷íî, ñóùåñòâóåò ìîìåíò âðåìåíè τ òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìîìåíòà âðåìåíè t > τ ìåðà Pt = Pτ , ïðè÷åì Pτ çàâèñèò òîëüêî îò çàäàííîé êîíôè-
ãóðàöèè ñèñòåìû, ò.å. îò {xi}. Áóäåì íàçûâàòü Pτ èíâàðèàíòíîé ìåðîé. Èçó÷åíèþ
çàâèñèìîñòè åå îò {xi} ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

3. Ýëåìåíòû âûïóêëîãî àíàëèçà. Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé íàì ïîòðå-
áóþòñÿ íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç âûïóêëîãî àíàëèçà [4].

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S ⊂ R
d è f : S → R ∪ {±∞}, òîãäà íàäãðàôèêîì (ýïè-

ãðàôîì) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

epi f = {(x, µ)|x ∈ S, µ ∈ R, µ > f(x)}.

Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè epi f åñòü âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Íàïîìíèì,
÷òî ìíîæåñòâî íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè âìåñòå ñ ëþáûìè äâóìÿ ñâîèìè òî÷êàìè
îíî ñîäåðæèò âåñü îòðåçîê, êîíöàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýòè òî÷êè.

Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ýêâèâàëåíòíûì îïðåäåëåíèåì:
ôóíêöèþ f : R

d → R ∪ {+∞} áóäåì íàçûâàòü âûïóêëîé, åñëè

f(λ1x1 + . . . + λmxm) 6 λ1f(x1) + . . . + λmf(xm), m > 2

ïðè λ1 > 0, . . . , λm > 0, λ1 + . . . + λm = 1.
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Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé, åñëè ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî x
âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî f(x) < +∞.

Îïðåäåëåíèå 2. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè ìíîæåñòâî
epi f çàìêíóòî.

Îïðåäåëåíèå 3. Âåêòîð x∗ ∈ R
d íàçûâàåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè

f â òî÷êå x, åñëè
f(z) > f(x) + 〈x∗, z − x〉,∀z ∈ R

d (5)

Îïðåäåëåíèå 4. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì âûïóêëîé ôóíêöèè f íà R
d íàçûâàåòñÿ

ìíîæåñòâî ∂f ⊂ R
d × R

d ïàð (x, x∗), óäîâëåòâîðÿþùèõ (5) äëÿ âñåõ z ∈ R
d. Åñëè

∂f(x) íå ïóñòî, òî ãîâîðÿò, ÷òî f ñóáäèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x.

Îïðåäåëåíèå 5.Ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ρ : R
d → R

d íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêè
ìîíîòîííûì, åñëè

〈x1 − x0, x
∗
0〉 + 〈x2 − x1, x

∗
1〉 + . . . + 〈x0 − xm, x∗

m〉 6 0 (6)

äëÿ âñÿêîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïàð (xi, x
∗
i ), i = 0, 1, . . . ,m (m ïðîèçâîëüíî), òàêîãî,

÷òî x∗
i ∈ ρ(x).

Åñëè f � ñîáñòâåííàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî îòîáðàæåíèå ∂f öèêëè÷åñêè ìîíî-
òîííî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè x∗

i ∈ ∂f(xi), i = 0, . . . ,m, òî

〈xi+1 − xi, x
∗
i 〉 6 f(xi+1) − f(xi), i = 0, . . . ,m, xm+1 = x0

äëÿ êàæäîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â âûðàæåíèè, îïðåäåëÿþùåì öèêëè÷åñêóþ
ìîíîòîííîñòü. Ïîýòîìó ýòà ñóììà ìàæîðèðóåòñÿ ÷èñëîì

[f(x1) − f(x0)] + [f(x2) − f(x1)] + . . . + [f(x0) − f(xm)] = 0.

Òåîðåìà 2.[4, �24] Ïóñòü ρ � ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå èç R
d â R

d. Òîãäà
äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ âûïóêëîé ñîáñòâåííîé ôóíêöèè f , òàêîé, ÷òî ρ(x) ⊂ ∂f(x) äëÿ
âñåõ x, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ρ áûëî öèêëè÷åñêè ìîíîòîííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà, ïîñêîëüêó ñóáäèôôåðåíöèàë ñàì
åñòü öèêëè÷åñêè ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå. Íàîáîðîò, ïðåäïîëîæèì, ÷òî ρ öèêëè-
÷åñêè ìîíîòîííî. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ ïàðó (x0, x

∗
0) èç ãðàôèêà îòîáðàæåíèÿ ρ

(êîòîðûé åñòåñòâåííî ïðåäïîëàãàòü íåïóñòûì) è îïðåäåëèì ôóíêöèþ f ôîðìóëîé

f(x) = sup{〈x − xm, x∗
m〉 + · · · + 〈x1 − x0, x

∗
0〉},

ãäå âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåâîçìîæíûì êîíå÷íûì íàáîðàì ïàð (xi, x
∗), i =

1, . . . ,m, ïðèíàäëåæàùèõ ãðàôèêó îòîáðàæåíèÿ ρ. Êîëü ñêîðî f åñòü âåðõíÿÿ ãðàíü
íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà àôôèííûõ ôóíêöèé, f � çàìêíóòàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ. Èç
öèêëè÷åñêîé ìîíîòîííîñòè ρ ñëåäóåò, ÷òî f(x0) = 0, ò.å. f � ñîáñòâåííàÿ ôóíê-
öèÿ. Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû x è x∗ òàêîâû, ÷òî x∗ ∈ ρ(x). Ìû ïîêàæåì ñåé÷àñ, ÷òî
x∗ ⊂ ∂f(x). Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî íåðàâåíñòâî

f(y) > α + 〈y − x, x∗〉
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âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñÿêèõ α < f(x), y ∈ R
d. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè α < f(x), òî èç

îïðåäåëåíèÿ f ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå íåêîòîðîãî íàáîðà ïàð (xi, x
∗
i ), i = 1, . . . ,m,

òàêèõ, ÷òî x∗ ∈ ρ(x) è

α < 〈x − xm, x∗
m〉 + · · · + 〈x1 − x0, x

∗
0〉.

Ïîëàãàÿ xm+1 = x, x∗
m+1 = x∗, ïîëó÷èì

f(y) ≥ 〈y − xm+1, x
∗
m+1〉 + 〈xm+1 − xm, x∗

m〉 + . . . + 〈x1 − x0, x
∗
0〉 > 〈y − x, x∗〉 + α

â ñèëó îïðåäåëåíèÿ f . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ρ ⊂ ∂f . �

4. Ïðèìåíèìîñòü ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè. Òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî óêàçàííàÿ äèñêðåòíàÿ çàäà÷à ìîæåò îïèñûâàòü äâèæåíèå èäåàëüíîé
æèäêîñòè, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà (1) â âèäå ðàçíîñòíîãî îòíîøåíèÿ

△vi

△t
= −∇p(xπt(i)), (7)

ãäå ∇p � ãðàäèåíò äàâëåíèÿ (èëè ñóììû äàâëåíèÿ è ïîòåíöèàëà âíåøíèõ ñèë), vi �
ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû, ïëîòíîñòü æèäêîñòè âñþäó ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå. Äðóãèìè
ñëîâàìè, íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëå óñêîðåíèé ïîòåíöèàëüíî. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
íåãëàäêèé ñëó÷àé, êîãäà N êîíå÷íî è äîêàæåì, ÷òî óñêîðåíèå i-é ÷àñòèöû ïðåäñòà-
âèìî â âèäå ñóáãðàäèåíòà íåêîòîðîé ïîëóâûïóêëîé ôóíêöèè.

Ïðåîáðàçóåì (4) ê âèäó:
N

∑

i=1

x2
πn(i) − 2〈xπn(i)yπn(i)〉 + y2

πn(i) 6

N
∑

i=1

x2
π◦πn(i) − 2xπ◦πn(i)yπn(i) + y2

πn(i) äëÿ ∀π ∈ SN ,

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî
N
∑

i=1

x2
πn(i) =

N
∑

i=1

x2
π◦πn(i) â ñèëó ôèêñèðîâàííîñòè ìåñò, èìååì:

N
∑

i=1

2〈xπn(i)yπn(i)〉 >

N
∑

i=1

2〈xπ◦πn(i)yπn(i)〉 äëÿ ∀π ∈ SN ,

èëè îêîí÷àòåëüíî
N

∑

i=1

〈xπ◦πn(i) − xπn(i) yπn(i)〉 6 0 äëÿ ∀π ∈ SN . (8)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî óñëîâèå ìèíèìóìà ñóììû ðàññòîÿíèé |xπn(i)−yπn(i)|
2 ýêâèâàëåíòíî

óñëîâèþ ìàêñèìóìà ñóììû ïðîèçâåäåíèé xπn(i) yπn(i).

Óòâåðæäåíèå 1. Îòîáðàæåíèå ρ : xπn(i) → yπn(i) öèêëè÷åñêè ìîíîòîííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì N−m ÷àñòèö (m � ïðîèçâîëüíî). Ñîîòíîøåíèå
(8) çàïèøåòñÿ â âèäå:

m
∑

i=1

〈xπ◦πn(i) − xπn(i) yπn(i)〉 6 0 äëÿ ∀π ∈ Sm. (9)
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Ñóììà èç (6) (îïðåäåëåíèå öèêëè÷åñêîé ìîíîòîííîñòè) ïðè ôîðìàëüíîì ïåðåîáîçíà-
÷åíèè xi := xπn(i+1), x∗

i := yπn(i+1), çàïèøåòñÿ â âèäå öèêëè÷åñêîé ñóììû

�
∑

16i6m

〈xπn(i+1) − xπn(i), yπn(i)〉 (10)

Çàìåòèì, ÷òî ýòà ñóììà ïîëó÷àåòñÿ èç ñóììû â (9), åñëè ïåðåñòàíîâêó π ïîëîæèòü
öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âïðàâî, ò.å. π(i) = i+1, ïðè i = 1, . . . ,m−1 è π(m) = 1. Òàêèì
îáðàçîì ïîëó÷èì, ÷òî

�
∑

16i6m

〈xπn(i+1) − xπn(i), yπn(i)〉 6 0,

ò.å. îòîáðàæåíèå ρ : xπn(i) → yπn(i) öèêëè÷åñêè ìîíîòîííî. �

Â ñèëó Òåîðåìû 2 ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ Φ(x) òàêàÿ, ÷òî

yπn(i) ∈ ∂Φ(xπn(i)). (11)

Ýòîò ôàêò íàì ïðèãîäèòñÿ â äàëüíåéøåì.

Çäåñü ñëåäóåò ñîñëàòüñÿ íà ðàáîòó[5], â êîòîðîé íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðå-
øåíèÿ çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñâÿçûâàåòñÿ ñ öèêëè÷åñêîé ìîíîòîííîñòüþ è èç ýòîãî
âûâîäèòñÿ ñóùåñòâîâàíèå âûïóêëîãî ïîòåíöèàëà îïòèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèþ p(x) : R
d → R áóäåì íàçûâàòü ïîëóâûïóêëîé, åñëè

ôóíêöèÿ Φ(x) = p(x) + |x|2

2
âûïóêëàÿ.

Çàïèøåì âûðàæåíèå (5) äëÿ Φ(x):

p(z) +
|x|2

2
> p(x) +

|x|2

2
+ 〈x∗, z − x〉, ∀z ∈ R

d.

Ïîñëå âûäåëåíèÿ ïîëíîãî êâàäðàòà áóäåì èìåòü:

p(z) > p(x) +
|z − x|2

2
+ 〈x∗ − x, z − x〉, ∀z ∈ R

d. (12)

Âåëè÷èíó x∗ − x íàçîâåì ñóáãðàäèåíòîì ïîëóâûïóêëîé ôóíêöèè p(x).

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê èñõîäíîé çàäà÷å. Ñêîðîñòü i-é ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t =
n, △t = 1 ðàâíà

ẋin =
xπn(i) − xπn−1(i)

△t
= xπn(i) − xπn−1(i).

Óñêîðåíèå i-é ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè t = n ðàâíî

ẍin =
ẋin − ẋin−1

△t
= xπn(i) − xπn−1(i) − xπn−1(i) − xπn−2(i) = xπn(i) − yπn(i)
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Óòâåðæäåíèå 2 Ñóùåñòâóåò ïîëóâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ p(x) òàêàÿ, ÷òî

−ẍin ∈ ∂p(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó (11) ñóùåñòâóåò âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ

Φ(x) : yπn(i) ∈ ∂Φ(xπn(i)).

Ïðèìåì p(x) := Φ − |x|2

2
, òîãäà p(x) ïîëóâûïóêëà ïî îïðåäåëåíèþ. Ïðè÷åì, yπn(i) −

xπn(i) = −ẍin � åå ñóáãðàäèåíò â x = xπn(i). �

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷èëè äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâíåíèÿ (1). Îñòàëîñü ëèøü
ïåðåéòè îò ñóáãðàäèåíòà ê ãðàäèåíòó.

Óòâåðæäåíèå 3 Åñëè ∂p(x0) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà, ãäå p(x) � ïî-
ëóâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî p(x) äèôôåðåíöèðóåìà â x0 (â îáû÷íîì ñìûñëå) è ∂p(x0) =
∇p(x0).

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü q ∈ ∂p(x), òîãäà

p(x) > p(x0) +
|x − x0|

2

2
+ 〈∂p(x0), x − x0〉 (13)

è
p(x0) > p(x) + |x0−x|2

2
+ 〈q, x0 − x〉

= p(x) + |x0−x|2

2
+ 〈∂p(x0), x0 − x〉 + 〈q − ∂p(x0), x0 − x〉

= p(x) + o(|x0 − x|) + 〈∂p(x0), x0 − x〉 + o(|x0 − x|)

= p(x) + 〈∂p(x0), x0 − x〉 + o(|x − x0|),

ïðè x → x0. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (13), ïîëó÷àåì:

p(x) = p(x0) + 〈∂p(x0), x − x0〉 + o(|x − x0|), ïðè x → x0.

×òî è äîêàçûâàåò íàøå óòâåðæäåíèå. �

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî xπn(i) ìîæíî âûáðàòü áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð ǫ(i)
òàêîé, ÷òî â òî÷êàõ x = xπn(i) + ǫ(i) ïîëóâûïóêëàÿ ôóíêöèÿ p(x) èìååò åäèíñòâåííûé
ñóáãðàäèåíò. Ýòî çíà÷èò, ÷òî

ẍin = −∇p(xπt(i) + ǫ(i))

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî âûðàæåíèå (7) ñ ìàëûì øåâåëåíèåì àðãóìåíòà p(x) è ìî-
äåëü, ñ íåêîòîðûì äîïóùåíèåì, áóäåì ñ÷èòàòü ïðèìåíèìîé.

5. Êîíêðåòíîå ðàññìîòðåíèå ñëó÷àÿ 3-õ òî÷åê íà R
1: Äàëüíåéøèå ðàññó-

æäåíèÿ áóäåì âåñòè â ðàìêàõ êîíêðåòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà èìååòñÿ 3 ìåñòà, ðàñïîëî-
æåííûõ íà îòðåçêå [0, L] ñ òîæäåñòâåííûìè êîíöàìè. Ïðèìåì êîîðäèíàòó 1-é òî÷êè
çà íîëü, âòîðîé çà x, òðåòüåé çà y è äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì y > x.
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Ïîïðîáóåì ðàññìàòðèâàòü äèíàìèêó ñèñòåìû ñ òî÷êè çðåíèÿ èíäèâèäóàëüíûõ ïå-
ðåìåùåíèé òî÷åê. Çàäàäèì, íàïðèìåð, x = 1/4 L, y = 17/24 L è, ñëåäóÿ àëãîðèòìó
(3), áóäåì íàõîäèòü ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ ÷àñòèö â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
(äëÿ ýòèõ öåëåé íàïèñàíà ïðîãðàììà, èñõîäíûé òåêñò êîòîðîé ïðåäñòàâëåí â Ïðèëî-
æåíèè 2). Åñëè �íàçâàòü� ÷àñòèöû áóêâàìè A, B è Ñ, òî ïîëó÷èòñÿ íàáîð òðàåêòîðèé,
èçîáðàæåííûõ íà ðèñóíêå:

Ðàçëè÷íûìè öâåòàìè îáîçíà÷åíû ðàçëè÷íûå ñëó÷àè íà÷àëüíîé ïåðåñòàíîâêè, à ðàñ-
ñòàíîâêà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè åñòü ABC. Ñîîòâåòñòâåííî, íóæíû åùå ïÿòü
ïîäîáíûõ äèàãðàìì äëÿ îïèñàíèÿ ñëó÷àåâ, êîãäà íà÷àëüíàÿ ðàññòàíîâêà åñòüBAC, BCA,CAB,
CBA,ACB. Òàêîå ðàññìîòðåíèå çàòðóäíÿåò àíàëèç. Ïîïðîáóåì ñîïîñòàâèòü íàáîðó
ðàññòàíîâîê íàáîð ïåðåñòàíîâîê, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ äàííûå ðàññòàíîâêè ðåàëèçó-
þòñÿ:

ABC
(123)
−−−→ ABC

ABC
(213)
−−−→ BAC

(123)
−−−→ BAC

ABC
(231)
−−−→ BCA

(231)
−−−→ CAB

(231)
−−−→ ABC

ABC
(132)
−−−→ ACB

(132)
−−−→ ABC

ABC
(312)
−−−→ CAB

(312)
−−−→ BCA

(312)
−−−→ ABC

ABC
(321)
−−−→ CBA

(213)
−−−→ BCA

(123)
−−−→ BCA

Åñëè ìû òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ýòîé ñèñòåìû íå íà íàáîðå ðàññòàíîâîê, íî íà
ãðóïïå S3, òî ïîëó÷èì ãðàô:
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Íàäî çàìåòèòü, ÷òî îñòàâøèåñÿ 5 äèàãðàìì ðàññòàíîâîê òàêæå â íåãî óêëàäûâàþòñÿ,
ò.ê. �íàçâàíèÿ� äëÿ ÷àñòèö ìû âûáèðàëè ïðîèçâîëüíî è íè÷òî íå ìåøàåò íàì ýòè
�íàçâàíèÿ� ïîìåíÿòü ìåñòàìè. Òàêèì îáðàçîì, îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì ðàññìàòðèâàòü
ñìåíó ãðóïïîâûõ îïåðàöèé íà ìíîæåñòâå ÷àñòèö.

Íàéäåì òåïåðü âñå âîçìîæíûå ãðàôû íà S3, äëÿ ðàçëè÷íîãî âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ òî÷åê A, B è Ñ. Äëÿ ýòîãî âíà÷àëå âûäåëèì ìíîæåñòâî ïàð (x, y), äëÿ êîòîðûõ
ñèñòåìà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè ïåðåõîäèò â �çàïðåùåííîå ñîñòîÿíèå�, ò.å. âîç-
íèêàþò ñëó÷àè, êîãäà äâå èëè òðè ÷àñòèöû ïîñëå î÷åðåäíîé ïåðåñòàíîâêè äîëæíû
ïîïàñòü â îäíó òî÷êó. Íàçîâåì âûðîæäåííûìè ñëó÷àè, ïðè êîòîðûõ ìîãóò âîçíèê-
íóòü �çàïðåùåííûå ñîñòîÿíèÿ�.

Óòâåðæäåíèå 4 Âûðîæäåííûå ñëó÷àè ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ïëîñêîñòè (xOy)
ñåìåéñòâîì ïðÿìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìåñò 0, x, y ïåðåáîðîì íàéäåì òî÷êè, â êîòîðûå ìîãóò
ïîïàñòü ÷àñòèöû, äâèãàÿñü ïî èíåðöèè çà îäèí øàã ïî âðåìåíè. Èõ îêàæåòñÿ âñåãî
9:

0, x, 2x,−x, y, 2y,−y, 2x − y, 2y − x. (14)

Âñå âûðîæäåííûå ñëó÷àè ìîæíî ïåðå÷èñëèòü, ïðèðàâíèâàÿ äðóã ê äðóãó ðàçëè÷-
íûå ïàðû òî÷åê (14). Îïÿòü æå ïåðåáîðîì ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñëó÷àè (âñå ÷èñëà
ïîíèìàþòñÿ ïî ìîäóëþ L, ò.å. íå äåëàåòñÿ ðàçëè÷èÿ ìåæäó x è x + L, íàïðèìåð,

(3x = 0) ⇔





x = 0
x = L/3
x = 2L/3

):

• x = 0, 2x = 0 (äîáàâëÿåòñÿ ðåøåíèå x=L/2), y = 0, 2y = 0,
2x − y = 0, 2y − x = 0;

• x = y (x − y = 0), x = −y (x + y = 0), x = 2y − x (2x − 2y = 0);

• 2x = −x (3x = 0), 2x = −y (2x + y = 0), 2x = 2y − x (3x − 2y = 0);

• −x = 2y (x + 2y = 0), −x = 2x − y (3x − y = 0);

• 2y = −y (3y = 0), 2y = 2x − y (2x − 3y = 0);
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• −y = 2y − x (x − 3y = 0);

• 2x − y = 2y − x (3x − 3y = 0);

Îòñþäà âèäíî, ÷òî êàæäîå óðàâíåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óðàâíåíèå ïðÿìîé. �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ n òî÷åê íà îòðåçêå âûðî-
æäåííûå ñëó÷àè çàäàþòñÿ íàáîðîì ãèïåðïëîñêîñòåé.

Ââåäåì êîíôèãóðàöèîííóþ äèàãðàììó äëÿ äàííîé çàäà÷è: ïî îñè àáñöèññ áóäåì
îòêëàäûâàòü êîîðäèíàòó x òî÷êè B, ïî îñè îðäèíàò � êîîðäèíàòó y òî÷êè C. Ò.ê.
ìû ïîëàãàåì y > x, òî âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ òðåõ ÷àñòèö
íà îòðåçêå óêëàäûâàþòñÿ â òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè (0, 0), (0, L), (L, L). Íàíåñåì íà
ýòó äèàãðàììó âñå âûðîæäåííûå ñëó÷àè:

Êàê ìîæíî çàìåòèòü, òðåóãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà 102 ýëåìåíòàðíûå îáëàñòè. Êàæ-
äàÿ îáëàñòü õàðàêòåðèçóåòñÿ ãðàôîì íà S3 îïðåäåëåííîãî òèïà. Íàéäåì âñå òàêèå
òèïû ãðàôîâ. Äëÿ óïðîùåíèÿ çàäà÷è çàìåòèì, ÷òî êàðòèíà ëèíèé âûðîæäåíèÿ ñèì-
ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ìåäèàí òðåóãîëüíèêà (÷òî ñâÿçàíî, êîíå÷íî æå, ñ ïðîèçâîëîì
â âûáîðå �íàçâàíèé� òî÷åê A, B, C), à çíà÷èò, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ÷àñòü êîí-
ôèãóðàöèîííîé äèàãðàììû, çàêëþ÷åííîé, íàïðèìåð, â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè
(0, L), (0, L/2), (L/3, 2L/3):
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Ãðàôû äëÿ âûäåëåííîãî ýëåìåíòà íàéäåíû ïåðåáîðîì è ïðåäñòàâëåíû â Ïðèëî-
æåíèè 1. Íà îñíîâå àíàëèçà ýòîé äèàãðàììû è ïîäñ÷åòà öèêëîâ â ãðàôàõ ïîëó÷èì
çàâèñèìîñòü ÷èñëà ýëåìåíòîâ S3, äëÿ êîòîðûõ Pτ 6= 0, îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
òî÷åê A, B, C íà îòðåçêå. Ðàñêðàñèì îáëàñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì öèêëîâ:

• áåëûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò îäíîìó öèêëó (òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà)

• ñâåòëî-ñåðûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò äâóì öèêëàì

• òåìíî-ñåðûé öâåò ñîîòâåòñòâóåò òðåì öèêëàì
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• ÷åðíûé øåñòèóãîëüíèê â öåíòðå òðåóãîëüíèêà � ñëó÷àé ÷åòûðåõ öèêëîâ

Ïîëó÷èâøèéñÿ ðåçóëüòàò äîïóñêàåò åñòåñòâåííóþ èíòåðïðåòàöèþ: åñëè ìåñòà ðàñ-
ïîëîæåíû ïðèìåðíî íà îäíîì ðàññòîÿíèè äðóã îò äðóãà, òî ìîæíî óñòðîèòü öèêëè-
÷åñêèé ñäâèã ÷àñòèö êàê â ïðàâî, òàê è âëåâî è ïëþñ ê ýòîìó åñòü öèêëû, â êîòîðûõ
2 ÷àñòèöû ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, à òðåòüÿ ñòîèò íà ìåñòå. Ýòîò ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóåò
÷åðíîé îáëàñòè âîêðóã �öåíòðà ìàññ� òðåóãîëüíèêà.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè 2 (èëè 3) ìåñòà íàõîäÿòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî äðóã ê äðó-
ãó, òî îòðåçîê ñ òîæäåñòâåííûìè êîíöàìè, íà êîòîðîì ïðîèñõîäèò äâèæåíèå, ìîæíî
áåçáîëåçíåííî �ðàçîìêíóòü� â îäíîé èç òî÷åê, à ýòî çíà÷èò, ÷òî ñèñòåìà â êàêîé-òî
ìîìåíò îñòàíîâèòñÿ � ðåàëèçóåòñÿ òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà (123). Ýòîò ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò áåëûì îáëàñòÿì ó óãëîâ òðåóãîëüíèêà.

6. Ñòðîãèå ðåçóëüòàòû äëÿ ñëó÷àÿ n ìåñò:

• êîíôèãóðàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ n ìåñò íà îòðåçêå [0, L] åñòü (n−1)- ìåðíûé
ñèìïëåêñ △n−1. Åñëè êàæäàÿ êîíôèãóðàöèÿ îïèñûâàåòñÿ òî÷êîé (0, x2, . . . , xn)
è 0 < x2 < . . . < xn < L, òî △n−1 åñòü âûïóêëàÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà òî÷åê
(0, 0, . . . , 0, 0), (0, 0, . . . , 0, L), (0, 0, . . . , L, L),. . . ,(0, L, . . . , L, L), (L, L, . . . , L, L).

• ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî öèêëîâ ðåàëèçóåòñÿ â îêðåñòíîñòè öåíòðà òÿæåñòè △n−1.
Öåíòð òÿæåñòè

M =
(0, 0, . . . , 0) + . . . + (0, L, . . . , L, L) + (L, L, . . . , L, L)

n
=

L

n
(1, 2, . . . , n − 1).

• (k − 1)-ìåðíàÿ ãðàíèöà △n−1 åñòü êîíôèãóðàöèîííàÿ äèàãðàììà äëÿ ñëó÷àÿ
k òî÷åê. Â ýòîì ìîæíî óáåäèòüñÿ, ñîâìåñòèâ n − k ïàð ìåñò è çàôèêñèðîâàâ
ñîîòâåòñòâóþùèå n − k ÷àñòèö. Äîâîëüíî íàãëÿäíî ýòî âèäíî èç äèàãðàììû
äëÿ 3-õ òî÷åê � äåéñòâèòåëüíî ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàçäåëåíû íà 3 ðàâíûõ
÷àñòè, ñðåäíèå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ 2-õ öèêëîâ (îäèí èç êîòîðûõ
� òîæäåñòâåííàÿ ïåðåñòàíîâêà), à îñòàëüíûå � ñëó÷àþ åäèíñòâåííîãî öèêëà
èç òîæäåñòâåííîé ïåðåñòàíîâêè. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî äèàãðàììû äëÿ 2-õ
òî÷åê.
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• Ïðåäûäóùåå çàìå÷àíèå â ñîâîêóïíîñòè ñ Óòâåðæäåíèåì 4 äàåò íàì çàìå÷à-
òåëüíûé ñïîñîá ðàñêðàñêè △n−1 â ñîîòâåòñòâèè ñ ÷èñëîì ïðåäåëüíûõ öèêëîâ
áåç àíàëèçà êàæäîé ýëåìåíòàðíîé îáëàñòè � ñîåäèíÿÿ ãèïåðïëîñêîñòÿìè òî÷-
êè (îòðåçêè, ïëîñêîñòè è ò.ä.) âûðîæäåíèÿ äëÿ êîíôèãóðàöèîííûõ äèàãðàìì
áîëåå íèçêîé ðàçìåðíîñòè. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî íàéòè ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî öèê-
ëîâ, êîòîðîå ìîæåò ðåàëèçîâàòüñÿ íà îäíîì ãðàôå, äëÿ △n−1. Èç òîïîëîãèè [6]
èçâåñòíî, ÷òî ïîëíîå ÷èñëî k-ìåðíûõ ãðàíåé â ñèìïëåêñå △n ðàâíî Ck+1

n+1, ò.å.
÷èñëó ñî÷åòàíèé èç n + 1 ïî k + 1. Åñëè ìû èìååì n ìåñò íà îòðåçêå, òî ìàêñè-
ìàëüíîå ÷èñëî öèêëîâ ðàâíî C2

n + 1, ò.å. n(n−1)
2

+ 1. Çäåñü ìû ïðîñóììèðîâàëè
óíèêàëüíûå �âêëàäû� îò êàæäîãî ðåáðà ñèìïëåêñà △n−1 è ïðèáàâèëè òîæäå-
ñòâåííóþ ïåðåñòàíîâêó. Èç ýòîé ôîðìóëû èìååì:

÷èñëî ìåñò ðàçìåðíîñòü ñèìïëåêñà ìàêñ. ÷èñëî öèêëîâ
1 0 1
2 1 2
3 2 4
4 3 7
5 4 11
. . . . . . . . .
n n − 1 n(n−1)

2
+ 1

. . . . . . . . .

Ýòè äàííûå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè,
êîòîðîå, îäíàêî, çàòðóäíåíî èç-çà âûñîêîé ïëîòíîñòè ëèíèé âûðîæäåíèÿ âáëè-
çè öåíòðà òÿæåñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ñèìïëåêñà.

7. Ãèïîòåçû:

• Âêëàä (ïî îáúåìó) îáëàñòåé äëÿ ñëó÷àåâ åäèíñòâåííîãî öèêëà è ìàêñèìàëüíîãî
÷èñëà öèêëîâ óìåíüøàåòñÿ ñ ðîñòîì n.

• äëÿ ëþáîãî n öèêëû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïåòëè. Ýòî ñïîðíîå óòâåðæäåíèå, îä-
íàêî ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè öèêëû èç áîëåå ÷åì îäíîé âåðøèíû ãðàôà
âñòðå÷àëèñü òîëüêî â âûðîæäåííûõ ñëó÷àÿõ.

• ìàêñèìàëüíàÿ âûñîòà äåðåâüåâ ãðàôà ìåíÿåòñÿ íåñóùåñòâåííî ïðè ðîñòå n. Íà
ýòó ìûñëü íàâîäèò àíàëèç äàííûõ ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû 4-õ ÷àñòèö. Äâå äèà-
ãðàììû äëÿ ïðèìåðà ïðåäñòàâëåíû íèæå:

Êîíôèãóðàöèÿ (0, 6.001
24

L, 6.002
24

L, 17
24

L):
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Êîíôèãóðàöèÿ (0, 13.856
24

L, 18.1
24

L, 18.01
24

L):

Âûâîäû: Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà äèñêðåòíàÿ ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè, ïîäðîá-
íî ðàññìîòðåí îäíîìåðíûé ñëó÷àé è íàéäåí ñïîñîá âûÿñíåíèÿ çàâèñèìîñòè ÷èñëà
ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåæèìîâ äëÿ ýòîé æèäêîñòè îò âçàèìíîãî ðàñïîëîæåíèÿ
ïîðîæäàþùèõ åå ýëåìåíòîâ, ò.å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïåðåñòàíîâîê, äëÿ êîòîðûõ
èíâàðèàíòíàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íå ðàâíà íóëþ.
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