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1 Ââåäåíèå
Êàê èçâåñòíî, â òðåõìåðíîé ãðàâèòàöèè ñ îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé ñó-
ùåñòâóåò ðåøåíèå òèïà ÷åðíîé äûðû [1, 2], íàçûâàåìîå BTZ-÷åðíîé äûðîé (ïî èìåíàì
àâòîðîâ Bañados− Teitelboim− Zanelli):

ds2 = −
(

r2

a2
+

J2

4r2
−M

)
dt2 +

dr2

(
r2

a2
+

J2

4r2
−M

) + r2(dϕ− J

2r2
dt)2, (1)

ãäå a2 ≡ −Λ−1 > 0, t ∈ R, r ∈ R+, ϕ ∈ [0, 2π], êîíñòàíòû M è J - ìàññà è óãëîâîé ìîìåíò
ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ è òåðìîäè-
íàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ÷åðíûõ äûð [3], ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ â (3+1)-ãðàâèòàöèè çàòðóäíåíî
è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíóþ, ÷åì â (2+1) - ãðàâèòàöèè, ãäå
ïîëå íå ñîäåðæèò äèíàìè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû [4], òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî-âðåìÿ âíå èñ-
òî÷íèêîâ ëîêàëüíî ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà áåç ìàòåðèè. Ïîäîáíûå
BTZ-ðåøåíèÿ ñâÿçàíû òàêæå ñ èññëåäîâàíèåì óäàðíûõ ãðàâèòàöèîííûõ âîëí (gravitational
shockwaves), âîçíèêàþùèõ ïðè äâèæåíèè óëüòðàðåëÿòèâèñòcêèõ ÷àñòèö âûñîêèõ ýíåðãèé
[5]. Êðîìå òîãî, BTZ-ðåøåíèÿ è øîêîâûå âîëíû âîçíèêàþò â êîíòåêñòå òåîðèè ñòðóí [3] è
AdS/CFT-ñîîòâåòñòâèÿ [7, 8], òàê ÷òî èõ èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü îäíîâðåìåííî ïîëåçíî
äëÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ, ëèøü êîñâåííî ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì, çàäà÷.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ïðîöåññû ðîæäåíèÿ ÷åðíûõ äûð â ðåçóëüòàòå ñòîëêíî-
âåíèÿ íåñêîëüêèõ òî÷å÷íûõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé (2+1)-ãðàâèòàöèè
ñ îòðèöàòåëüíîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Äàííîå èññëåäîâàíèå ìîæåò áûòü ðàññìîò-
ðåíî êàê íà÷àëüíûé ýòàï ðåøåíèÿ ÷åòûðåõìåðíûõ çàäà÷ äëÿ ìèêðîñêîïè÷åñêèõ ïðîöåññîâ
ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö íà óñêîðèòåëÿõ âûñîêèõ ýíåðãèé, ëèáî äëÿ ìàêðîñêîïè÷åñêèõ
ïðîöåññîâ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ çâåçä. Âûãëÿäèò çàìàí÷èâûì íàéòè ìåõàíèçì, ïðè ïîìîùè
êîòîðîãî ìîæíî áûëî áû ïîíèçèòü ýíåðãåòè÷åñêèé ïîðîã äî ìàñøòàáîâ, äîñòóïíûõ äëÿ
ñîâðåìåííîé óñêîðèòåëüíîé òåõíèêè, íàïðèìåð, äî ÒýÂ.

Íà äàííûé ìîìåíò ñóùåñòâóåò ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ìèêðîñêîïè÷åñêèå ÷åðíûå äûðû ìî-
ãóò îáðàçîâûâàòüñÿ ïðè ñòîëêíîâåíèÿõ ÷àñòèö íà ýíåðãèÿõ âûøå ìàññû Ïëàíêà è ïðè
äîñòàòî÷íî ìàëîì ïðèöåëüíîì ïàðàìåòðå [9, 10, 11, 12, 13]. Â ìîäåëÿõ ñî ìíîãèìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûìè èçìåðåíèÿìè, ãäå ÷àñòèöû Ñòàíäàðòíîé Ìîäåëè ïîìåùàþòñÿ íà 3-áðàíó,
à ãðàâèòîíû ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ â äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèÿõ, ïëàíêîâñêèé ìàñøòàá
ìîæåò îêàçàòüñÿ ÷óòü âûøå ìàñøòàáà ýëåêòðîñëàáîé òåîðèè [20, 21], ò.å. êàê ðàç íà óðîâíå
ÒýÂ. Åñëè êàêàÿ-ëèáî èç ýòèõ ìîäåëåé îêàæåòñÿ âåðíîé, òî íà áîëüøèõ óñêîðèòåëÿõ âðîäå
LHC (CERN) ðàâíî êàê è â àñòðîôèçè÷åñêèõ íàáëþäåíèÿõ [22], êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, ìîæ-
íî îæèäàòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå ñâèäåòåëüñòâà âîçíèêíîâåíèÿ èëè èñïàðåíèÿ ÷åðíûõ äûð
[14, 15, 16, 17, 18, 19]. Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà ïðîñëåäèòü çà ïîíèæåíèåì ýíåð-
ãåòè÷åñêîãî ïîðîãà ðîæäåíèÿ ÷åðíîé äûðû çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ ÷èñëà íàëåòàþùèé ÷àñòèö
áåç ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ èçìåðåíèé. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ïîðîã óäàåòñÿ ïîíèçèòü, íî,
òàê èëè èíà÷å, ñóùåñòâóåò îãðàíè÷åíèå ñíèçó ïîðÿäêà ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà � ïðè áîëåå
íèçêèõ ýíåðãèÿõ ÷åðíàÿ äûðà íå îáðàçóåòñÿ.

Â êà÷åñòâå îñíîâíîé èäåè ðàñ÷åòîâ èñïîëüçîâàí òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíò ãðóïïû ãîëîíî-
ìèé äëÿ íàêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé îêðåñòíîñòè ðåçóëüòèðóþùåé ÷àñòèöû àë-
ãåáðîé sl(2,C) ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ ãðóïïû ãîëîíîìèé, îòâå÷àþùèõ íàëåòàþ-
ùèì ÷àñòèöàì. Ýòà èäåÿ è åå îáîñíîâàíèå äëÿ äâóõ ñòàëêèâàþùèõñÿ ÷àñòèö áûëè ïðåäëîæå-
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íû H.-J.Matschull â ñòàòüå [23], êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ââåäåíèÿ îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé
è ìåòîäîâ â íàøåé ðàáîòå. Â ðåçóëüòàòå îáîáùåíèÿ ýòèõ ìåòîäîâ íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ
÷àñòèö íàéäåí ðàçìåð ãîðèçîíòà ÷åðíîé äûðû, ýíåðãåòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà
(ýíåðãåòè÷åñêèé ïîðîã ðîæäåíèÿ ÷åðíîé äûðû, çàâèñèìîñòü ïîðîãà îò ÷èñëà ñòàëêèâàþ-
ùèõñÿ ÷àñòèö, îãðàíè÷åíèå íà ïîðîã ñíèçó è ïð.), à òàêæå äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîöåññà
(äèíàìèêà ãîðèçîíòà, äèíàìèêà ïðîñòðàíñòâà â ïðîöåññå ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö).

Òàêæå â ðàáîòå ïîëó÷åíî ðåøåíèå òèïà øîêîâîé (óäàðíîé) âîëíû íà AdS3 è íàéäåíû
ñâåòîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ íåå. Ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì ýòè îáúåêòû âûçûâàþò èí-
òåðåñ, ñâÿçàíû, îïÿòü æå, ñ îáðàçîâàíèåì ÷åðíûõ äûð íà óñêîðèòåëÿõ. Íî êðîìå ýòîãî, ñ
èõ ïîìîùüþ ïðåäïîëàãàåòñÿ îöåíèâàòü õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîâ ñòîëêíîâåíèÿ òÿæåëûõ
èîíîâ íà óñêîðèòåëÿõ òèïà RHIC (BNL). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, íàïðèìåð, îöåíèòü ñíèçó ýíòðî-
ïèþ, ïðîèçâîäèìóþ ïðè ñòîëêíîâåíèè èîíîâ, ýíòðîïèåé ÷åðíîé äûðû (ò.å. ïëîùàäüþ åå
ãîðèçîíòà), âîçíèêàþùåé ïðè ñòîëêíîâåíèè øîêîâûõ âîëí [8].

2 Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî àíòè-äå Ñèòòåðà AdS3

Òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî àíòè-äå Ñèòòåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàêñèìàëüíî ñèììåòðè÷íîå,
îäíîñâÿçíîå, ïñåâäîðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû è ìîæåò
áûòü ïàðàìåòðèçîâàíî òðîéêîé ÷èñåë (t, χ, ϕ), ãäå t âåùåñòâåííî, χ ≥ 0 è ϕ ∈ [0, 2π] -
ðàäèàëüíàÿ è óãëîâàÿ ïðîñòðàíñòâåííûå êîìïîíåíòû, ñîîòâåòñòâåííî. Ìåòðèêà íà AdS3:

ds2 = dχ2 + sinh2χdϕ2 − cosh2 χdt2. (2)
Çàìåíîé ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû r ≡ tanh(χ/2) ìîæíî ïåðåéòè ê ïðåäñòàâëåíèþ AdS3

â âèäå áåñêîíå÷íî äëèííîãî öèëèíäðà åäèíè÷íîãî ðàäèóñà â R3. Ìåòðèêà â ýòîì ñëó÷àå
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó:

ds2 =
( 2

1− r2

)2
(dr2 + r2 dϕ2)−

(1 + r2

1− r2

)2
dt2. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ñå÷åíèå AdS3 ïëîñêîñòÿìè ïîñòîÿííîãî âðåìåíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé åäè-
íè÷íûé êðóã â R2, ãåîìåòðèÿ â êîòîðîì ÿâëÿåòñÿ ãåîìåòðèåé ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â
ìîäåëè Ïóàíêàðå. Àáñþëþòîì ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöà êðóãà. Ðîëü ïðÿìûõ (ãåîäåçè÷åñêèõ) âû-
ïîëíÿþò ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîì êðóãå äèàìåòðû è äóãè îêðóæíîñòåé, ïåðïåíäèêóëÿðíûå
àáñîëþòó. Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ïîñòðîåíèå îäíîé èç òàêèõ ãåîäåçè÷åñêèõ, çàäàííîé òî÷êàìè
A è B íà àáñîëþòå. Åñëè óãëîâûå êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ðàâíû α ± β, ïðè÷åì α ∈ (0, 2π)
òî äóãó APB áóäåì íàçûâàòü ãåîäåçè÷åñêîé ñ öåíòðîì α è ðàäèóñîì β. Óðàâíåíèå ãåîäå-
çè÷åñêîé â ýòèõ òåðìèíàõ áóäåò âûãëÿäåòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 r

1 + r2
cos(ϕ− α) = cos β, (4)

ãäå r è ϕ - ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ñîîòâåòñòâèè ñ çàäàííîé ìåòðèêîé.
Ñëåäóåò âûäåëèòü ñïåöèàëüíûé êëàññ ãåîäåçè÷åñêèõ AdS3, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî

êîîðäèíàò â r = 0 è t = 0. Îíè ìîãóò áûòü çàäàíû óãëîâûì ïàðàìåòðîì θ è ñêîðîñòüþ
ξ ∈ [0,∞]. Óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå òàêèå ãåîäåçè÷åñêèå çàäàåòñÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîð-
äèíàòàõ (t, r, ϕ): 




2 r
1+r2 = ξ sin t

ϕ = θ

(5)
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Ðèñ. 1: Ãåîäåçè÷åñêàÿ â ìîäåëè Ïóàíêàðå

Âûâîä ýòîãî âûðàæåíèÿ áóäåò äàí îòäåëüíî.
Åñëè ðàññìàòðèâàòü (5) êàê óðàâíåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè ïî AdS3, òî ξ - ýòî ñêîðîñòü

òî÷êè â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ïðè t = 0. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåí-
öèðóÿ (5) ïî âðåìåíè îêîëî òî÷êè t = 0 è r = 0, ïîëó÷èì 2 dr = ξ dt. Ôàêòîð 2 ïðèñóòñòâóåò
â ìåòðèêå (3), òàê ÷òî ôèçè÷åñêàÿ ñêîðîñòü äåéñòâèòåëüíî ðàâíà ξ.

Ïðè 0 ≤ ξ < 1 ãåîäåçè÷åñêàÿ âðåìåíèïîäîáíàÿ è r = r(t) êîëåáëåòñÿ ñ ïåðèîäîì 2π â
ïðåäåëàõ [−ρ, ρ], îïðåäåëåííûõ êàê

2 ρ

1 + ρ2
= ξ. (6)

Ïðè ξ = 1 ãåîäåçè÷åñêàÿ ñâåòîïîäîáíàÿ è ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (5) ñâîäèòñÿ ê r =
tan(t/2). Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé äîñòèãàåò àáñîëþòà, ïðè-
÷åì âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ïðîõîæäåíèÿ îò îäíîé òî÷êè àáñîëþòà äî äðóãîé, äèàìåòðàëü-
íî ïðîòèâîïîëîæíîé, êîíå÷íî è ðàâíî π.

Íàêîíåö, ïðè ξ = 1 ãåîäåçè÷åñêàÿ ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíàÿ, ïðè÷åì (5) èìååò ðåøå-
íèå òîëüêî â èíòåðâàëå (−τ, τ), ãäå τ îïðåäåëÿåòñÿ êàê sin τ = 1/ξ. Òàêèì îáðàçîì, òî÷êà,
äâèæóùàÿñÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé ãåîäåçè÷åñêîé, ïðîõîäèò ÷åðåç âåñü êðóã áûñò-
ðåå, ÷åì ïî ñâåòîïîäîáíîé. Îäíàêî ôèçè÷åñêàÿ äëèíà ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé, â îòëè÷èå îò
ñâåòîïîäîáíîé, áåñêîíå÷íà. Ïî ýòîé ïðè÷èíå àáñîëþò ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê ïðî-
ñòðàíñòâåííîïîäîáíóþ áåñêîíå÷íîñòü.

2.1 Âûâîä ôîðìóë äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò äàí âûâîä ôîðìóë (4) è (5). Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ïåðåéòè ê ïðåäñòàâ-
ëåíèþ AdS3 êàê íàêðûâàþùåãî ãðóïïîâîå ìíîãîîáðàçèå SL(2) äåéñòâèòåëüíûõ 2×2 ìàòðèö
ñ åäèíè÷íûì îïðåäåëèòåëåì. Â êà÷åñòâå áàçèñà â SL(2) ââåäåì åäèíè÷íóþ ìàòðèöó 1 è ñëå-
äóþùèå γ-ìàòðèöû

γ0 =
(

0 1
−1 0

)
, γ1 =

(
0 1
1 0

)
, γ2 =

(
1 0
0 −1

)
. (7)

Îíè ôîðìèðóþò sl(2) àëãåáðó,

γaγb = ηab 1− εab
c γc, (8)

ãäå ïî ñîãëàøåíèþ a, b,= 0, 2, äëÿ ïîäíÿòèÿ è îïóñêàíèÿ èíäåêñîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòðèêà
Ìèíêîâñêîãî ηab = diag(−1, 1, 1), è εabc - ñèìâîë Ëåâè-×èâèòû ñ ε012 = 1. Ðàñêëàäûâàÿ
ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó x ïî ýòîìó áàçèñó,

x = x3 1 + xa γa, x3 = 1
2 Tr(x), xa = 1

2 Tr(x γa), (9)
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ïîëó÷èì ñêàëÿð x3 è âåêòîð xa. Óñëîâèå åäèíè÷íîñòè îïðåäåëèòåëÿ âûãëÿäèò êàê

x2
3 − xaxa = x2

3 + x2
0 − x2

1 − x2
2 = 1. (10)

è îïðåäåëÿåò åäèíè÷íûé ãèïåðáîëîèä â R(2,2). Îí íå ÿâëÿåòñÿ îäíîñâÿçíûì, ò.ê. ñóùåñòâóåò
íåñòÿãèâàåìàÿ ïåòëÿ â ïëîñêîñòè (x3, x0). ×òîáû óäîñòîâåðèòüñÿ â òîì, ÷òî AdS3 ÿâëÿåòñÿ
íàêðûâàþùèì ìíîãîîáðàçèåì îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå AdS3 → SL(2). Â òåðìèíàõ êîîðäè-
íàò (t, χ, ϕ) ýòî îòîáðàæåíèå ìîæíî çàäàòü ÿâíî:

x = e
1
2
(t+ϕ) γ0 eχ γ1 e

1
2
(t−ϕ) γ0

= coshχ (cos t1 + sin t γ0) + sinhχ (cosϕγ1 + sin ϕγ2).
(11)

Â ñèëó ïåðèîäè÷íîñòè ýòîãî âûðàæåíèÿ ïî l îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìîîäíîçíà÷íûì
ëèøü â ëîêàëüíîì ñìûñëå. Ìîæíî òàêæå óáåäèòüñÿ ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì, ÷òî ýòî îòîáðà-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé, ò.ê. ìåòðèêà (2) ñîîòâåòñòâóåò ìåòðèêå Êàðòàíà-Êèëëèíãà íà
SL(2):

ds2 = 1
2 Tr(x−1dxx−1dx) = dx2

1 + dx2
2 − dx2

0 − dx2
3. (12)

Â äàëüíåéøåì íàì òàêæå ïîòðåáóåòñÿ ôîðìóëà îòîáðàæåíèÿ â êîîðäèíàòàõ (t, r, ϕ):

x =
1 + r2

1− r2
ω(t) +

2 r

1− r2
γ(ϕ), (13)

ãäå
γ(α) = cosα γ1 + sinα γ2, ω(α) = cosα1 + sinα γ0. (14)

Èñïîëüçóÿ íàéäåííîå ñîîòâåòñòâèå íàéäåì ãåîäåçè÷åñêèå íà SL(2), à, çíà÷èò, è íà AdS3.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò ò.å. ÷åðåç åäèíè÷-
íûé ýëåìåíò 1 ∈ SL(2). Íà ãðóïïîâîì ìíîãîîáðàçèè êàæäàÿ òàêàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ÿâëÿåòñÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ x(s) = esn, s ∈ R,
ãäå n = na γa âåêòîð èç àëãåáðû Ëè sl(2). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü
n = γ0 + ξ γ(θ), òîãäà

x(s) = esn = cs s1 + sn s (γ0 + ξ γ(θ)), (15)
ãäå ôóíêöèè sn è cs îïðåäåëåíû òàê, ÷òî

sn s =
sinh(s

√
ξ2 − 1)

s
√

ξ2 − 1
=

sin(s
√

1− ξ2)

s
√

1− ξ2
, (16)

cs s = cosh(s
√

ξ2 − 1) = cos(s
√

1− ξ2). (17)

Ñðàâíèâàÿ ýòî ñ (13), íàõîäèì ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå ñ êîîðäèíàòàìè è ïàðàìåòðîì s:

1 + r2

1− r2
cos t = cs s,

1 + r2

1− r2
sin t = sn s,

2 r

1− r2
= ξ sn s, (18)

è ϕ = θ. Èñêëþ÷àÿ s èç äâóõ ïîñëåäíèõ óðàâíåíèé, ïîëó÷àåì, ÷òî (5) äåéñòâèòåëüíî îïè-
ñûâàåò ãåîäåçè÷åñêèå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ âñåõ ïðî÷èõ ãåîäåçè÷åñêèõ ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî AdS3 ìàêñèìàëüíî
ñèììåòðè÷íî è êàæäàÿ ãåîäåçè÷åñêàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äåéñòâèåì íåêîòîðîé èçîìåòðèè
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íà ãåîäåçè÷åñêóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó. Îáùèé âèä èçîìåòðèè äëÿ
SL(2) (èñêëþ÷àÿ ïðîñòðàíñòâåííûå è âðåìåííûå îòðàæåíèÿ) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x 7→ g−1xh, g,h ∈ SL(2). (19)

Îòâå÷àþùàÿ åé èçîìåòðèÿ íà AdS3 îïðåäåëÿåòñÿ ñ òî÷íîñòüþ äî âðåìåííûõ ñäâèãîâ t 7→
t + 2πz, z ∈ Z. Òàêèì îáðàçîì, âûðàæåíèå (19) äëÿ ãåîäåçè÷åñêîé çàïèñûâàåòñÿ êàê

x(s) = g−1 esn h, g,h ∈ SL(2), n ∈ sl(2). (20)

Äàëåå, âûáèðàÿ

g = e−
1
2
ζ γ(α) e−

1
2
τ γ0 , h = e

1
2
ζ γ(α) e

1
2
τ γ0 , n = γ′(α), (21)

ïîëó÷àåì
x(s) = cosh ζ cosh s ω(τ) + sinh ζ cosh s γ(α) + sinh s γ′(α). (22)

Åñëè ñðàâíèòü ýòî âûðàæåíèå ñ (13), òî îêàæåòñÿ, ÷òî îíî îïèñûâàåò êðèâóþ âíóòðè äèñêà
Ïóàíêàðå ïðè t = τ è ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ íà r, ϕ è s:

cosh ζ cosh s =
1 + r2

1− r2
, sinh s =

2 r

1− r2
sin(ϕ− α), (23)

sinh ζ cosh s =
2 r

1− r2
cos(ϕ− α). (24)

Îïÿòü æå, èñêëþ÷àÿ s ïîëó÷èì

2 r

1 + r2
cos(ϕ− α) = tanh ζ, (25)

÷òî ñîâïàäàåò ñ (4) ïðè çàìåíå cosβ = tanh ζ.
Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ãåîäåçè÷åñêèå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè (4) è (5), à òàêæå íàéäåíî

ñîòâåòñòâèå AdS3 → SL(2), ñóùåñòâîâàíèå êîòîðîãî ïðèãîäèòñÿ â äàëüíåéøåì.

3 Ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéíøòåéíà äëÿ òî÷å÷íîé ìàññû â (2+1)
Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîòðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, êàê óñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî â îêðåñò-
íîñòè òî÷å÷íîé ìàññèâíîé ÷àñòèöû â (2+1). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé íóëåâîé êîñìîëî-
ãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé [4]. Òî÷å÷íûå ìàññû (âñåãî N ) ïîêîÿòñÿ, èìåþò ðàäèóñ-âåêòîðû −→r i è
ìàññû mi, i = 1,N .

Óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà:

Rµν − R

2
gµν = −8πGTµν , µ, ν = 0, 2 (26)

ãäå òåíçîð ýíåðãèè-èìïóëüñà èìååò òîëüêî (00)-êîìïîíåíòó:

Tµν = δ0
µδ0

ν

N∑

i=1

miδ(−→r −−→r i). (27)

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå íå çàâèñÿùåé îò âðåìåíè èçîòðîïíîé ìåòðèêè (φ = φ(−→r )):
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gµν =



−1 0 0
0 φ 0
0 0 φ


 (28)

Ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ ñâÿçíîñòè

Γ0
λµ = Γλ

0µ = Γλ
µ0 = 0, λ, µ = 0, 2

Γi
jk = 1

2φ {δik∂jφ + δij∂kφ− δjk∂iφ} i, j, k = 1, 2
(29)

È, â èòîãå, ïðîïóñêàÿ àíçàö (28) ÷åðåç óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà è âûäåëÿÿ ëèøü íåòðèâèàëü-
íûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå íà φ:

∇2 lnφ = −16G
N∑

i=1

miδ(−→r −−→r i) (30)

Ñðàâíèâàÿ ñ âûðàæåíèåì äëÿ ôóíêöèè Ãðèíà îïåðàòîðà Ëàïëàñà

∇2 ln r = 2πδ(−→r ), (31)

ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

φ =
N∏

i=1

|−→r −−→r i|−8Gmi (32)

Äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîé ÷àñòèöû â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ýëåìåíò äëèíû
çàïèñûâàåòñÿ êàê

dl2 = r−8Gm[dr2 + r2dϕ2], ãäå r ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π] (33)

Âûïîëíèì çàìåíó ïåðåìåííûõ

ρ = α−1rα, è ϕ = αϕ, α ≡ 1− 4mG (34)

è ýëåìåíò äëèíû áóäåò âûãëÿäåòü êàê â ñëó÷àå ïëîñêîãî ïðîñòðàíñòâà, îäíàêî óãëîâàÿ
êîìïîíåíòà ïðîáåãàåò áîëåå êîðîòêèé îòðåçîê çíà÷åíèé:

dl2 = dρ2 + ρ2dϕ2, ãäå ρ ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2πα]. (35)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâåííàÿ îêðåñòíîñòü ìàññèâíîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ êîíóñîì ñ óãëîì
ðàçâåðòêè 2πα, çàâèñÿùèì îò åå ìàññû.

Ñëó÷àé íåíóëåâîé êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ðàññìîòðåí â [6].
Îêðåñòíîñòü ìàññèâíîé òî÷êè è â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ êîíè÷åñêîé.

4 Äèíàìèêà òî÷êè â òåðìèíàõ ãðóïïû ãîëîíîìèé
Â ýòîì ðàçäåëå áóäåò ðàññìîòðåí ñïîñîá äîáàâëåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè (÷àñòèöû) â ïðî-
ñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî è AdS3 â òîì ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà äâèæåòñÿ. Ýòîò ñïîñîá ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü âûðåçàíèÿ ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà è ñêëåèâàíèÿ [24, 25] ïîëó÷èâøèõñÿ
ãðàíèö ïî îïðåäåëåííîìó ïðàâèëó.
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Ðèñ. 2: Ïðîöåäóðà âûðåçàíèÿ è ñêëåèâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî (êîîðäèíàòû (t, x, y)), èçîìîðô-
íîå àëãåáðå Ëè sl(2), ò.å. ñïèíîðíîìó ïðåäñòàâëåíèþ òðåõìåðíîé àëãåáðû ãðóïïû Ëîðåíöà:

z = t γ0 + x γ1 + y γ2. (36)

Òàêîé èçîìîðôèçì ïîçâîëèò çàòåì ïåðåíåñòè âñå ðåçóëüòàòû íà AdS3 ïðàêòè÷åñêè áåç èç-
ìåíåíèé.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà ìîæåò áûòü çàäàíî ãðóïïîâûì ýëåìåíòîì u, äåéñòâóþùèì ïî
ïðèñîåäèíåííîìó ïðåäñòàâëåíèþ:

z 7→ u−1zu, u ∈ SL(2). (37)

Íåïîäâèæíûå òî÷êè ïðåîáðàçîâàíèÿ (37) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå ìàòðèöû z, êîììóòè-
ðóþùèå ñ u. Âûáåðåì â êà÷åñòâå u ìàòðèöó ñëåäóþùåãî âèäà:

u = u1 + pa γa, p = pa γa, (38)

ãäå pa - êîìïîíåíòû 3-èìïóëüñà ÷àñòèöû. Â ýòîì ñëó÷àå ñàì âåêòîð p è ìèðîâàÿ ëèíèÿ
÷àñòèöû íå ìåíÿþòñÿ ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëîðåíöà (37). Åùå íå ôèêñèðîâàííàÿ êîìïî-
íåíòà u ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òî ìàòðèöû u áóäóò ïðèíàäëåæàòü ãðóïïå
ãîëîíîìèé äëÿ íàêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà ñ ÷àñòèöåé, ôîðìèðóþùåé êîíè÷åñêóþ ñèíãóëÿð-
íîñòü ñ óãëîì (34), ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì Ìèíêîâñêîãî áåç âûðåçàííûõ óãëîâ (à çíà÷èò è
àëãåáðîé sl(2)). Äðóãèìè ñëîâàìè, ïåðåíîñó ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà fa â áàçå íàêðûòèÿ (â
ïðîñòðàíñòâå ñ ÷àñòèöåé) âîêðóã êîíè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè ïî çàìêíóòîìó ïóòè áóäåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü ïðåîáðàçîâàíèå (37) íàä ìàòðèöåé faγa â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå sl(2).
Ñïîñîáîì çàäàíèÿ u îêàçûâàåòñÿ óñëîâèå íàõîæäåíèÿ ÷àñòèöû íà ¾ìàññîâîé ïîâåðõíîñòè¿
[25]

1
2 Tr(u) = cosm, 0 ≤ m ≤ π. (39)

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòèì óñëîâèåì çàäàåòñÿ ìàòðèöà u, îïèñûâàþùàÿ ïîâîðîò íà ïîëíûé
óãîë 2πα âîêðóã êîíè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè. Çäåñü è äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ìû èñ-
ïîëüçóåì ñèñòåìó åäèíèö, â êîòîðîé G = 1/4π, ìàòðèöû u áóäåì íàçûâàòü ¾ãîëîíîìèÿìè¿.
Â íàøèõ åäèíèöàõ îãðàíè÷åííîñòü ìàññû ñâåðõó â (39) îçíà÷àåò, ïî ñóòè, îãðàíè÷åíèå ïëàí-
êîâñêèì ìàñøòàáîì Mpl =

c2

G
.

Äàëåå, ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, îêðåñòíîñòü ÷àñòèöû ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ âûðåçàííûì êëèíîì. Êëèí îãðàíè÷åí äâóìÿ ïî-
ëóïëîñêîñòÿìè, ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïî ìèðîâîé ëèíèè ÷àñòèöû. Ïðè ñêëåèâàíèè ïîëó÷èâ-
øåãîñÿ ïðîñòðàíñòâà ïî ýòèì ïîëóïëîñêîñòÿì ñ ïîìîùüþ óêàçàííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëî-
ðåíöà, âíîâü ïîëó÷èòñÿ ïëîñêîå ïðîñòðàíñòâî (èñêëþ÷àÿ ñàìó ìèðîâóþ ëèíèþ), ò.ê. ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé íà ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî.
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Ðèñ. 3: Ïðîöåäóðà âûðåçàíèÿ è ñêëåéêè äëÿ AdS3

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïîëó÷åííîå ïðîñòðàíñòâî â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, òî ïîëó-
ïëîñêîñòè, îãðàíè÷èâàþùèå êëèí, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëó÷àìè w±. Â ÷àcòíîì ñëó÷àå, êîãäà
áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ ïî îñè x, ãîëîíîìèÿ ïðèíèìàåò âèä

u = 1 + tan ε (γ0 + γ1), 0 < ε < π/2, (40)

ãäå ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ÷àñòèöû (êîýôôèöèåíò ïðè γ0) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ïàðàìåòðîì ε. Òî÷-
êè íà ëó÷àõ w± ïðåäñòàâëÿþòñÿ â sl(2) êàê

w± = t γ0 + x γ1 ± y γ2. (41)

Îñþäà, èç óëîâèÿ ñêëåéêè w+ = u−1 w− u ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûòåêàåò óñëîâèå y =
(t− x) tan ε, ò.å. ëó÷è îãðàíè÷èâàþò óãîë, ëåæàùèé ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà 2-
èìïóëüñà, âïåðåäè èëè ïîçàäè ÷àñòèöû ñ ðàñòâîðîì 2ε (ñì.ðèñ. 2). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
ïðè âûáîðå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïîä óãëîì ê îñè x ýòîò óãîë ìîæíî âûáèðàòü ïî òîìó æå
ïðàâèëó, ò.å. ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî âåêòîðà 2-èìïóëüñà.

Â ñëó÷àå AdS3 áóäåì çàäàâàòü íà÷àëî êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷àñòèöà ÷åðåç
íåå ïðîõîäèëà â ïðîöåññå äâèæåíèÿ. Ïî àíàëîãèè ñ ïëîñêèì ïðîñòðàíñòâîì òî÷êè ìèðîâîé
ëèíèè ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè ïî îòíîøåíèþ ê èçîìåòðèÿì ïðîñòðàíñòâà. Â ñèëó
òîãî, ÷òî îäíîé èç ýòèõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, òî ê îáùåìó âàðèàíòó èçîìåòðèè
(19) ïðèáàâëÿåòñÿ óñëîâèå g = h, ò.ê. ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåîáðàçîâàíèå â SL(2) íå ìåíÿåò
åäèíèöû ãðóïïû 1 è ïðèíèìàåò âèä

x 7→ u−1xu, u ∈ SL(2). (42)

Ïðè÷åì u ìîæåò áûòü ñíîâà ðàññìîòðåíà êàê ãîëîíîìèÿ ÷àñòèöû â ñëó÷àå, åñëè ÷àñòèöà
íàõîäèòñÿ âáëèçè íà÷àëà êîîðäèíàò, ò.ê. â åå îêðåñòíîñòè x = 1+z+. . ., ãäå z ∈ sl(2). Òàêèì
îáðàçîì, íà êàñàòåëüíûé âåêòîð z (èç êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè), îòîáðàæåíèå (42) äåéñòâóåò
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<t 0 t = 0 t > 0

w1− 2+w

w2−w1+
w2−w1+

w1− 2+w

εε

(a) (c)(b)

Ðèñ. 4: Ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ 2-õ ÷àñòèö â ïëîñêîì ñëó÷àå.

òàê æå, êàê è (37). Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ïëîñêîìó ñëó÷àþ ðàçìûøëåíèÿ, ìîæíî ïîëó÷èòü,
÷òî ïîä äåéñòâèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ u ãåîäåçè÷åñêàÿ

x(s) = esp, s ∈ R (43)

îñòàåòñÿ íåïîäâèæíîé, à ¾ëó÷è¿ (â ñìûñëå ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî) âûðåçàåìîãî óãëà äëÿ
áåçìàññîâîé ÷àñòèöû, äâèæóùåéñÿ ïî ïîêàçàííîé íà ðèñ. 3 ãåîäåçè÷åñêîé çàäàþòñÿ ñîîò-
íîøåíèåì:

w± :
2 r

1 + r2
sin(ε± ϕ) = sin t sin ε. (44)

5 Ñòîëêíîâåíèå ÷àñòèö. N = 2

5.1 ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî
Â ñëó÷àå, êîãäà ÷àñòèöû ñòàëêèâàþòñÿ è îáúåäèíÿþòñÿ, ãîëîíîìèåé ðåçóëüòèðóþùåé ÷à-
ñòèöû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ãîëîíîìèé êàæäîé èç ÷àñòèö, ó÷àñòâóþùèõ â ïðîöåññå. Òà-
êîå ïðàâèëî ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà
(íàïðèìåð, ýíåðãèè ïîëó÷àþùèõñÿ ÷àñòèö, èõ ìàññû è ïð.), íå ïðèáåãàÿ ê ðàññìîòðåíèþ
çàäà÷è íà óðîâíå óðàíåíèé Ýéíøòåéíà. Â ñïðàâåäëèâîñòè ýòîãî ïîäõîäà ìîæíî óáåäèòüñÿ
íà ïðèìåðå 2-õ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå Ìèíêîâñêîãî, äâèæóùèõñÿ íàâñòðå÷ó
äðóã äðóãó ïî îñè x. Èõ ãîëîíîìèè

u1 = 1 + tan ε (γ0 + γ1), u2 = 1 + tan ε (γ0 − γ1). (45)

Ðàññìîòðèì ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ (ðèñ. 4(b)). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïåðåíåñòè ïðîèçâîëüíûé
âåêòîð èç âåðõíåé ÷àñòè ïðîñòðàíñòâà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè ïî çàìêíóòîìó ïóòè âîêðóã
îáðàçîâàâøåéñÿ ÷àñòèöû, íóæíî, êðîìå âñåãî ïðî÷åãî, ïðîíåñòè åãî ñïåðâà ÷åðåç ëåâûé
óãîë, à çàòåì ÷åðåç ïðàâûé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðàâèëîì ñêëåéêè ñòîðîí ýòèõ óëîâ (èç ïðåä.
ðàçäåëà) â ïåðâîì ñëó÷àå íóæíî ïîäåéñòâîâàòü ïðåîáðàçîâàíèåì u−1

1 , à âî âòîðîì - ïðåîáðà-
çîâàíèåì u−1

2 íà ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà â sl(2). Ïîëó÷èâøàÿñÿ êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ãîëîíîìèè u+ = u2u1. Ïî àíàëîãèè, äëÿ âåêòîðà èç íèæíåé ÷àñòè
ïðîñòðàíñòâà u− = u1u2. Â äàííîì ñëó÷àå, ïîëó÷àåì äâà ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ îäíîé ðåçóëü-
òèðóþùåé ÷àñòèöû:

u+ = u2 u1 = (1− 2 tan2 ε)1 + 2 tan ε (γ0 + tan ε γ2), (46)
u− = u1 u2 = (1− 2 tan2 ε)1 + 2 tan ε (γ0 − tan ε γ2). (47)

Ïåðâûé ñëó÷àé îïèñûâàåò äâèæåíèå ââåðõ ïî îñè y, âòîðîé - âíèç. Ýíåðãèÿ ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ÷àñòèöû ðàâíà ñóììå ýíåðãèé ïåðâîíà÷àëüíûõ. Ýòîò ñïîñîá, î÷åâèäíî, ìîæíî ðàñïðî-
ñòðàíèòü íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷ (äâèæåíèå ïîä ïðîèçâîëüíûìè óãëàìè, äâèæåíèå
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t < π/20 <t = 0−π/2 < t < 0

tπ < < 3π/2tπ/2 < < π= π/2t

w1+

w1−

w2−

w2+

w1+

w2+w1−

w2−

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Ðèñ. 5: Ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ è îáúåäèíåíèÿ 2-õ ÷àñòèö â AdS3.

ìàññèâíûõ ÷àñòèö è ïð.), ëèøü áû âûðåçàåìûå óãëû ïîçàäè èëè âïåðåäè ÷àñòèö íå ïåðåñå-
êàëèñü.

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå 0 < ε < π/4 â ðèñ. 46 ðåçóëüòèðóþùàÿ ÷àñòèöà
ïðèîáðåòàåò ìàññó, âûðàæåíèå äëÿ êîòîðîé ìîæíî ïîëó÷èòü èç óñëîâèÿ (39):

sin(m/2) = tan ε. (48)

Â ñëó÷àå æå ε > π/4 ðåçóëüòàò íåëüçÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÷àñòèöó ñ ìàññîé èëè áåçìàññî-
âóþ ÷àñòèöó, ò.ê. óðàâíåíèå èìååò ìíèìîå ðåøåíèå. Ýòîò ðåçóëüòàò èìååò íåïîñðåäñòâåííîå
îòíîøåíèå ê ïðîöåññó îáðàçîâàíèÿ ÷åðíûõ äûð íà AdS3.

5.2 ïðîñòðàíñòâî àíòè-äå Ñèòòåðà
Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ñòîëêíîâåíèå è îáúåäèíåíèå äâóõ áåçìàññîâûõ ÷àñòèö â AdS3.
Íà ðèñ. 5 èçîáðàæåí ñëó÷àé, êîãäà ýíåðãèÿ êàæäîé èç íèõ ëåæèò íèæå ïîðîãà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ε(threshold) = π/4. Ãîëîíîìèè ÷àñòèö îïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿìè (45). Îáå ìèðîâûå
ëèíèèè ÿâëÿþòñÿ ñâåòîïîäîáíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò
è áåðóùèå íà÷àëî èç àáñîëþòà â ìîìåíò âðåìåíè t = −π/2. Ëó÷è âûðåçàåìûõ óãëîâ îïè-
ñûâàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

w1± :
2 r

1 + r2
sin(ε± ϕ) = sin t sin ε, (49)

w2± :
2 r

1 + r2
sin(ε± ϕ) = − sin t sin ε. (50)

Â ìîìåíòû âðåìåíè t ≈ 0 îáå ÷àñòèöû íàõîäÿòñÿ â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ê íèì ïðèìåíèìû ñîîáðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâà Ìèíêîâñêîãî. Ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé ÷àñòèöû äâèæóòñÿ ïî ïåðåñå÷åíèÿì ãåîäåçè÷åñêèõ w1+, w2− è
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t = 0 t0 < < τ t = τ

t = τ − π/2 t < 0τ − π/2 <t < τ − π/2−π/2 <
(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

Ðèñ. 6: Ðîæäåíèå ÷åðíîé äûðû

w1−, w2+, ñîîòâåòñòâåííî, à, çíà÷èò, èõ îáùàÿ ðàäèàëüíàÿ êîìïîíåíòà óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ:

2 r

1 + r2
= sin t tan ε. (51)

Ýòî óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêîé ðèñ. 5, è, ñîîòâåòñòâåííî, îò âåëè÷èíû ε çàâèñèò, áóäåò
ëè îíà âðåìåíèïîäîáíîé è ïðîöåññ áóäåò êîëåáàòåëüíûì, ñâåòîïîäîáíîé ñ äîñòèæåíèåì
àáñîëþòà èëè æå ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíîé.

Ïîñëåäíèé ñëó÷àé âîçìîæåí ïðè ε > ε(threshold) = π/4. Îí èçîáðàæåí íà ðèñ. 6. Ïîä ÷åð-
íîé äûðîé ïîíèìàåòñÿ îáëàñòü AdS3 ïðè÷èííî íå ñâÿçàííàÿ ñ àáñîëþòîì, à ïîä ãîðèçîíòîì
ãðàíèöà ýòîé îáëàñòè. Ýòî äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíî, åñëè ïðåäñòàâëåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåé
÷àñòèöû äâèæóòñÿ áûñòðåå ñêîðîñòè ñâåòà ξ = 1.

Îäíî èç ñëåäñòâèé ôîðìóëû (51) - äîñòèæåíèå àáñîëþòà ïðîñòðàíñòâåííîïîäîáíûìè
ãåîäåçè÷åñêèìè çà âðåìÿ t = τ , îïðåäåëÿþùååñÿ ñîîòíîøåíèåì

sin τ = cot ε, 0 < τ < π/2. (52)

Ñîîòâåòñòâåííî, ïðîñòðàíñòâî ê ìîìåíòó âðåìåíè t = τ âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó Υ, ïðåäñòàâ-
ëåííóþ íà àáñîëþòå äâóìÿ òî÷êàìè.

Îïðåäåëèì, ãäå íàõîäèòñÿ ÷åðíàÿ äûðà â íàøåì îïðåäåëåíèè è êàêîâà äëèíà åå ãîðè-
çîíòà. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âåñü àáñîëþò ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èííî ñâÿçàííûì ñ Υ, ò.ê. èç (3)
ñëåäóåò, ÷òî ñâåò ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ ïî àáñîëþòó ñî ñêîðîñòüþ dϕ/dt = 1, â òî âðåìÿ êàê
êîíöû êðèâûõ w1± è w2± íà àáñîëþòå äâèæóòñÿ ìåäëåííåå (âðåìÿ, òðåáóåìîå èì äëÿ ïðî-
õîæäåíèÿ ÷åòâåðòè àáñîëþòà ðàâíî τ + π/2 > π/2). Ñëåäîâàòåëüíî, ãîðèçîíò íå ïåðåñåêàåò
àáñîëþòà, à íàõîäèòñÿ âî âíòðåííîñòè äèñêà. Ãîðèçîíò ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé, î÷åâèäíî, ñå-
÷åíèå ñâåòîâîãî êîíóñà (ñ âåðøèíîé â Υ è ðàäèóñîì τ − t) ïëîñêîñòÿìè ôèêñèðîâàííîãî
âðåìåíè. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ãîðèçîíò, ñëåäóåò â ìîìåíò t = τ ïó-
ñòèòü âðåìÿ âñïÿòü è îäíîâðåìåííî âûïóñòèòü ñâåò âî âñåõ íàïðàâëåíèÿõ èç Υ (âåðõíåé
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è íèæíåé òî÷åê). Ïîëó÷èâøèéñÿ ñâåòîâîé ôðîíò (äâå ãåîäåçè÷åñêèõ, êîòîðûå, ñ ó÷åòîì
ñêëåéêè ñòîðîí âûðåçàííûõ óãëîâ, ôîðìèðóþò ïîäîáèå îêðóæíîñòè) è áóäåò ãîðèçîíòîì,
ò.ê. îòäåëÿåò ïðè÷èííî íåñâÿçàííûå îáëàñòè. Êîíöû ýòèõ ãåîäåçè÷åñêèç äâèæóòñÿ ïî àáñî-
ëþòó ñî ñêîðîñòüþ dϕ/dt = 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, ê ìîìåíòó âðåìåíè τ − π/2 ÷åðíàÿ äûðà
âûðîæäàåòñÿ â îòðåçîê. Ýòîò ìîìåíò ìîæíî ñ÷èòàòü ìîìåíòîì ðîæäåíèÿ ÷åðíîé äûðû ïðè
ïðÿìîì òå÷åíèè âðåìåíè.

Ðàçìåð ÷åðíîé äûðû â ìîìåíò ðîæäåíèÿ ðàâåí

2
∫ ρ

−ρ

2
1− r2

dr = 8 arctanh ρ ≡ 2µ, (53)

ãäå ρ = tan(τ/2−π/4) - ðàäèàëüíàÿ êîîðäèíàòà ÷àñòèö â ýòîò ìîìåíò è µ - íåêèé ïàðàìåòð.
Èñïîëüçóÿ (52), åãî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê

cosh(µ/2) = tan ε. (54)

Òî åñòü, åñëè ñðàâíèòü ñ (48), µ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì ìàññû ïîêîÿ ÷à-
ñòèöû. Ïðè÷åì, çàìå÷àÿ, ÷òî

coshµ = tan2ε− 1, (55)
ìîæíî ïîëó÷èòü çíà÷åíèå µ, òî åñòü ïîëîâèíó äëèíû ãîðèçîíòà, èç ãîëîíîìèè ÷àñòèöû

1
2 Tr(u) = − coshµ. (56)

Åñëè ïðîâåñòè àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïîñëå îáðà-
çîâàíèÿ ÷åðíîé äûðû, òî îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëèíà ãîðèçîíòà íå ìåíÿåòñÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ
âåëè÷èíîé, îïðåäåëåííîé ñîîòíîøåíèåì (53). Òàêèì îáðàçîì, äëèíà ãîðèçîíòà ÷åðíîé äû-
ðû â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîäåðæèòñÿ â ãîëîíîìèè ðåçóëüòèðóþùåé ÷àñòèöû.

6 Îáîáùåíèå íà ñëó÷àé N > 2 â AdS3

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ÷àñòèö, ñòàëêèâàþùèõñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò â ìîìåíò âðå-
ìåíè t = 0. Ïî îáùåìó ïðàâèëó îáõîäà êîíè÷åñêîé ñèíãóëÿðíîñòè ãîëîíîìèÿ ðåçóëüòèðóþ-
ùåé ÷àñòèöû (â îäíîì èç ïðåäñòàâëåíèé) áóäåò ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ãîëîíîìèé íàëåòàþùèõ
÷àñòèö:

ures = uNuN−1 . . .u1, (57)
à òàêæå öèêëè÷åñêèå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ äëÿ äðóãèõ ïðåäñòàâëåíèé. Îòëè÷èå îò N = 2
ñîñòîèò â òîì, ÷òî çäåñü âàæíî ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê â ïðîèçâåäåíèè. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
åñëè èñõîäíûå ÷àñòèöû íóìåðóþòñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, òî ïðîèçâåäåíèå ñëåäóåò áðàòü
â îáðàòíîì ïîðÿäêå, êàê â (57), à åñëè ïî ÷àñîâîé, òî â ïðÿìîì ïîðÿäêå.

Â ñëó÷àå, êîãäà íàëåòàþùèå ÷àñòèöû áåçìàññîâûå, îäíîé ýíåðãèè è ðàñïîëîæåíû ñèì-
ìåòðè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê íà÷àëó êîîðäèíàò (â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà),
òî ãîëîíîìèè êàæäîé èç íèõ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå:

ui = 1 + tan ε(γ0 + γ1 cos(
2πi

N ) + γ2 sin(
2πi

N )), i = 1,N (58)

Ïðè ýòîì êîìïîíåíòó ïðè 1 ãîëîíîìèè ðåçóëüòèðóþùåé ÷àñòèöû ìîæíî íàéòè ïðÿ-
ìûì âû÷èñëåíèåì êàê ñëåä ïðîèçâåäåíèÿ ãîëîíîìèé (öèêëè÷åñêàÿ ïåðåñòàíîâêà ìàòðèö
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Ðèñ. 7: Çàâèñèìîñòü ïîëíîé ïîðîãîâîé ýíåðãèè íàëåòàþùèõ ÷àñòèö îò èõ ÷èñëà

ïîä çíàêîì Tr() íå ìåíÿåò ðåçóëüòàòà, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî ìû èìååì äåëî ñ ðàç-
ëè÷íûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè îäíîé ðåçóëüòèðóþùåé ÷àñòèöû). Íåñêîëüêî ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ
óêàçàíû â òàáëèöå.

ures = 1
2 Tr(ures), ∆ ≡ tan2 ε

N = 2 1− 2∆2

N = 3 1
2(2− 3∆2(3 +

√
3∆))

N = 4 1− 2∆2(2 + ∆)2

N = 5 1
8(8 + 5∆2(−20 + ∆(−√2(5 +

√
5)3/2 − 2∆(−5 + 53/2 +

√
50− 22

√
5∆))))

(59)

Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ε (òî åñòü, çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì ures = −1, è âûøå êîòîðîãî ðîæäàåòñÿ ÷åðíàÿ
äûðà) âûðàæàåòñÿ êàê ε

(threshold)
i = π

2·N , ÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü åñòåñòâåííîå ïðåäïîëîæåíèå:

N∑

i=1

ε
(threshold)
i =

π

2
, N = 2, 3, 4, . . . . (60)

Àíàëèòè÷åñêèé âûâîä ïîêàçàë, ÷òî â óêàçàííîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå è ïðè ðàâåíñòâå
íà÷àëüíûõ ýíåðãèé ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ âïëîòü äî N = 40. Äàëüíåéøåå âû÷èñ-
ëåíèå, êàê è äîêàçàòåëüñòâî â îáùåì âèäå, ïîêà äîâîëüíî çàòðóäíèòåëüíî. Îäíàêî óæå èç
ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî óâåëè÷åíèåì ÷èñëà ÷àñòèö ìîæíî ñíèçèòü ýíåðãåòè÷åñêèé
ïîðîã îáðàçîâàíèÿ ÷åðíîé äûðû (ñì. ðèñ.). Îäíàêî áîëåå èíòåðåñíî, ÷òî, åñëè ýòà çàâèñè-
ìîñòü áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè ïðîèçâîëüíîì ÷èñëå ÷àñòèö, òî ïîðîã âñå ðàâíî íå ïîëó÷èòñÿ
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Ðèñ. 8: Ïðîöåññ ñòîëêíîâåíèÿ 4-õ îäèíàêîâûõ ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé âûøå ïîðîãà

îïóñòèòü ñóùåñòâåííî íèæå ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà:

lim
n→∞n tan

π

2n
=

π

2
∼ Mpl (61)

Òàêèì îáðàçîì, âûãëÿäèò ñîìíèòåëüíûì ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî óäàñòñÿ ïîíèçèòü ïîðîã
ðîæäåíèÿ ÷åðíûõ äûð ïðè ñòîëêíîâåíèè ïó÷êîâ ÷àñòèö âìåñòî îäèíî÷íûõ. Íàäî èìåòü â
âèäó, îäíàêî, ÷òî ýòîò ðåçóëüòàò ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ãåîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì
îí ïîëó÷åí.

Îòäåëüíî îñòàíîâèìñÿ íà ñëó÷àå N = 4. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ïðîöåññ ïîõîæ íà ñëó÷àé
2-õ ÷àñòèö, îäíàêî ãîðèçîíò âîçíèêàåò ðàíüøå, ÷åì ÷àñòèöû âõîäÿò ïîä íåãî (ìîìåíò âõîäà
t = τ), à íå îäíîâðåìåííî. Âûðàçèì ýòîò ìîìåíò âðåìåíè ÷åðåç ýíåðãåòè÷åñêèé ïàðàìåòð ε

Ïîëüçóÿñü àíàëîãè÷íûìè ñîîáðàæåíèÿìè, êàê äëÿ N = 2, ïîëó÷àåì ìîìåíò âûðîæäå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà â òî÷êó:

τ = arcsin[
1√
2
(cot ε− 1)]. (62)

Ìîìåíò τ âõîäà ïîä ãîðèçîíò ïîëó÷àåì, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ ñîâïàäåíèÿ êîîðäèíàòû ÷à-
ñòèöû A íà ðèñ.(ñ) è êîîðäèíàòû òî÷êè ϕ = π/2 ãåîäåçè÷åñêîé AB.

τ = − arctan[
cos τ

2−1/2 + sin τ
] (63)

Äàëåå íàõîäèì óðàâíåíèå ýòîé ãåîäåçè÷åñêîé â ìîìåíò âðåìåíè τ

r = r(ϕ) =
1−

√
1− ξ2

ξ
, ãäå ξ ≡ cos(τ − τ)

sinϕ
(64)
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È íàõîäèì äëèíó ãîðèçîíòà

l = 4

3π/4∫

π/4

2
1− r2

√
(
dr

dϕ
)2 + r2 dϕ (65)

Ðåçóëüòàò ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà ïîêàçàí íà ðèñ.:

0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Initial energy of each particle, tg Ε

0

1

2

3

4

5

6

7

T
h
e

h
o
r
i
z
o
n

l
e
n
g
t
h

17



Îòñþäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ðàçìåð ãîðèçîíòà ïðè îäèíàêîâîé ïîëíîé íà÷àëüíîé ýíåð-
ãèè ìîæíî èçìåíèòü, óâåëè÷èâ êîëè÷åñòâî ÷àñòèö (ïåðâûé ãðàôèê îòâå÷àåò ñëó÷àþ N = 2,
âòîðîé - N = 4):
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Ðèñ. 9: Ðàçìåð ãîðèçîíòà äëÿ N = 2
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Ðèñ. 10: Ðàçìåð ãîðèçîíòà äëÿ N = 4

Äàëüíåéøèå âû÷èñëåíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äëèíà ãîðèçîíòà â ñëó÷àå 4-õ ÷àñòèö, êàê îæè-
äàëîñü (¾No Hair Theorem¿), íå ìåíÿåòñÿ ïîñëå òîãî, êàê ÷àñòèöû çàõîäÿò ïîä ãîðèçîíò, à
äî ýòîãî ìîìåíòà ðàñòåò ïî çàêîíó, áëèçêîìó ê ëèíåéíîìó. Íåáîëüøîå îòêëîíåíèå îò ëè-
íåéíîñòè ïðîèñõîäèò ïðè áîëüøèõ íà÷àëüíûõ ýíåðãèÿõ. Íà ñëåäóþùèõ ðèñóíêàõ ïîêàçàí
ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ äëÿ ñëó÷àåâ ε = π/7(ïåðâûé ãðàôèê) è ε = π/4(âòîðîé ãðàôèê), ïî øêà-
ëå âðåìåíè îòëîæåí ïîëíûé èíòåðâàë îò ìîìåíòà îáðàçîâàíèÿ, äî ìîìåíòà âõîäà ÷àñòèö
ïîä ãîðèçîíò.
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Ðèñ. 11: Ðàçìåð ãîðèçîíòà äëÿ N = 2 è N = 4
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7 Øîêîâûå âîëíû íà AdS3

Òåìà ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé, ñîçäàâàåìûõ óëüòðàðåëÿòèâèñòñêèìè ÷àñòèöàìè, ïðèâëåêà-
åò âñå áîëüøåå ÷èñëî èññëåäîâàòåëåé èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè. Åùå
â øåñòèäåñÿòûõ áûëî èçâåñòíî, ÷òî ýòè ïîëÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïëîñêèå âîëíû [26, 27].
Äàëåå, Aichelburg è Sexl [5] ðàññìîòðåëè ÷àñòèöó ñ íóëåâîé ìàññîé ïîêîÿ, äâèæóùóþñÿ ñî
ñêîðîñòüþ ñâåòà. Èìè áûëî ïîëó÷åíî, ÷òî ãðàâèòàöèîííîå ïîëå òàêîé ÷àñòèöû èñ÷åçàåò
âñþäó, êðîìå ïëîñêîñòè, ñîäåðæàùåé ÷àñòèöó è ïðîõîäÿùåé ïåðïåíäèêóëÿðíî åå òðàåê-
òîðèè. Íà ýòîé ïëîñêîñòè òåíçîð Ðèìàíà èìåë äåëüòîîáðàçíóþ ñèíãóëÿðíîñòü, ïîýòîìó
òàêóþ ïîâåðõíîñòü ïðèíÿòî íàçûâàòü øîêîâîé (óäàðíîé) âîëíîé. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïî-
ëó÷åí ðàññìîòðåíèåì ðåøåíèÿ Øâàðöøèëüäà â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ
ñâåòà. Îáîáùåíèÿ äëÿ ìåòðèêè Êåððà è Êåððà-Íüþìàíà òàêæå èìåþò ìåñòî [32, 33, 34, 35].
Îòäåëüíûé ñëó÷àé ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâàõ (àíòè-)äå Ñèòòåðà âîçíèê ïðè èññëåäîâàíèè
êâàíòîâûõ ãðàâèòàöèîííûõ ýôôåêòîâ â ðàáîòå Hotta è Tanaka [29], ãäå ïîëÿ ïîëó÷àëèñü
ïðè äåéñòâèè ïðåîáðàçîâàíèé Ëîðåíöà íà ìåòðèêó Øâàðöøèëüäà�äå Ñèòòåðà (òî÷íåå, íà
ëèíåàðèçèðîâàííîå ïî ìàññå âîçìóùåíèå ìåòðèêè äå Ñèòòåðà):

ds2 ≈ −
(

1− 2m

r
− r2

a2

)
dt2 +

(
1− r2

a2

)−1
[
1 +

(
1− r2

a2

)−1 2m

r

]
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2).

(66)
Ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà â óëüòðàðåëÿòèâèñòñêîì ïðåäåëå (ñì. òàêæå [30]) äàþò êàê ðåçóëü-
òàò ðåøåíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò ïðîñòðàíñòâà äå Ñèòòåðà òîëüêî ¾óäàðíîé êîìïîíåíòîé¿ â
âèäå íåêîòîðîé ïîâåðõíîñòè. Â ñèëó íåëèíåéíîñòè Ýéíøòåéíîâñêîé òåîðèè âîçíèêàåò ñî-
ìíåíèå, ÷òî òàêîé ëèíåàðèçîâàííûé ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïðàâèëüíîìó ðåçóëüòàòó. Îäíàêî,
åñòü âû÷èñëåíèÿ, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî ìåòðèêà Øâàðöøèëüäà-äå Ñèòòåðà ñ ïðîèçâîëüíîé
ìàññîé äàåò òîò æå ðåçóëüòàò [28]. Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîëó÷èì ðåøåíèå òèïà øîêîâîé
âîëíû â ïðîñòðàíñòâå AdS3. Ýòîò âûâîä íå ñîäåðæèòñÿ â ñóùåñòâóþùèõ ðàáîòàõ, ò.ê. â íèõ
ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðîñòðàíñòâà AdSn ñ ðàçìåðíîñòüþ âûøå òðåõ. Îäíàêî, ñóùåñòâóþùèå
âûâîäû íåïðèìåíèìû ê AdS3 ïî ðÿäó ïðè÷èí, è ðåçóëüòàòû íå ñîâïàäàþò ñ ïðàâèëüíûì
ïðîñòûì ñòðåìëåíèåì n → 3.

7.1 Âûâîä ãðàâèòàöèîííîãî ðåøåíèÿ
BTZ-ìåòðèêà äëÿ ÷åðíîé äûðû ñ íóëåâûì óãëîâûì ìîìåíòîì â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
(t, r, ϕ):

ds2 = −
(

r2

a2
−m

)
dt2 +

dr2

(
r2

a2
−m

) + r2dϕ2, (67)

ãäå ðàçìåðíûé ïàðàìåòð a2 ≡ −Λ−1 > 0 ñâÿçàí ñ êîñìîëîãè÷åñêîé ïîñòîÿííîé. Ââåäåì
ãèïåðáîëè÷åñêèå êîîðäèíàòû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Z0 =
√

a2 + r2 sin(t/a),
Z1 = r cosϕ,
Z2 = r sinϕ,

Z4 =
√

a2 + r2 cos(t/a).

(68)

Â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ìåòðèêà AdS3 ïðèíèìàåò êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó:

ds2
AdS = −dZ2

0 + dZ2
1 + dZ2

2 − dZ2
4 (69)

20



Óðàâíåíèå ñâÿçè:
−a2 = −Z2

0 + Z2
1 + Z2

2 − Z2
4 . (70)

Ìåòðèêà äëÿ ÷åðíîé äûðû (67) â ãèïåðáîëè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

ds2 = ds2
AdS +

m + 1
a2B2

[
(Z4dZ0 − Z0dZ4)2+

+(Z0dZ0 − Z4dZ4)2
B

m + 1

{
1 +

1
B−1 − 1

(
1− 1

B − (m + 1)

)}]
,

(71)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå
B ≡ Z2

0 + Z2
4

a2
. (72)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè m = −1 BTZ-ìåòðèêà ïåðåõîäèò â AdS-ìåòðèêó. Â ëèíåéíîì ïðèáëèæå-
íèè ïî (m + 1) ïîëó÷àåì:

ds2 ' ds2
AdS +

m + 1
a2B2

[
(Z4dZ0 − Z0dZ4)2 +

1
B − 1

(Z0dZ0 − Z4dZ4)2
]

, (73)

Ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà â íàïðàâëåíèè Z1:
Z0 → γ(Z0 + vZ1),
Z1 → γ(vZ0 + Z1),
Z2 → Z2,
Z4 → Z4.

(74)

Çäåñü ãàììà-ôàêòîð γ = 1/
√

1− v2. Äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ðàñõîäèìîñòü è ïîëó-
÷èòü îñìûñëåííûé ðåçóëüòàò, íåîáõîäèìî ïîïóòíî èçìåíÿòü ìàññîâûé ïàðàìåòð m + 1 =
p
√

1− v2. Â ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâà àíòè-äå Ñèòòåðà ñ ðàçìåðíîñòüþ áîëüøå òðåõ ýòî îçíà÷àëî
áû, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïðîöåäóðû ìû ïîëó÷èëè áû ãðàâèòàöèîííîå ïîëå áåçìàññîâîé ÷àñòèöû
ñ èìïóëüñîì p. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî äëÿ áîëåå âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé ðàññìàòðèâàåòñÿ íå
ïðåäåë m + 1 → 0, à m → 0 [28]. Äëÿ ïåðåõîäà ê ïðåäåëó γ → ∞ èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå
òîæäåñòâî:

lim
v→1

γf(γ2(Z0 + vZ1)2) = δ(Z0 + Z1)

∞∫

−∞
f(x2)dx (75)

è ïîëó÷àåì èñêîìóþ ìåòðèêó:

ds2
BOOST = ds2

AdS + πp

(
Z4 −

√
Z2

4 − a2

)
δ(Z0 + Z1)(dZ0 + dZ1)2, (76)

ãäå AdS-ìåòðèêà áûëà îïðåäåëåíà â (69). Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ðåøåíèå ôîðìèðóåò óäàð-
íûé ôðîíò îïðåäåëÿåìûé óñëîâèåì Z0 + Z1 = 0, Z2

2 − Z2
4 = −a2, òî åñòü óðàâíåíèåì ãè-

ïåðáîëû. Ðåøåíèå òàêîãî âèäà ìîæåò áûòü íàçâàííûì øîêîâîé âîëíîé, ò.ê. ñîäåðæèò ñèí-
ãóëÿðíîå âîçìóùåíèå âäîëü íåêîòîðîé äâèæóùåéñÿ ïîâåðõíîñòè êðèâîé, à âíå ýòîé êðèâîé
ìåòðèêà îñòàåòñÿ íåâîçìóùåííîé. Îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì óïðîñòèòü ýòó ìåòðèêó, ïåðåõî-
äÿ ê êîîðäèíàòàì ñâåòîâîãî êîíóñà U = Z0 + Z1, V = Z0 − Z1 è ïðîèçâîäÿ ñëåäóþùåå
êóñî÷íî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå:

U → U,

V → V −
(πp

2

)2
Uθ(U) + πpZ4θ(U),

Z2 → Z2

Z4 → Z4 − πp

2
Uθ(U).

(77)
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Ïðåîáðàçîâàííàÿ ìåòðèêà:
ds2

BOOST → −dUdV + dZ2
2 − dZ2

4 − πp|Z2|δ(U)dU2 =

= ds2
AdS − πp|Z2|δ(U)dU2.

(78)

7.2 Ñâåòîïîäîáíûå ãåîäåçè÷åñêèå
Â ýòîì ðàçäåëå ìû íàéäåì ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ÷òîáû ïîíÿòü, êàê
âëèÿåò øîêîâàÿ âîëíà íà áåçìàññîâûå ÷àñòèöû, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç åå ïîâåðõíîñòü.
Äëÿ íà÷àëà îïðåäåëèì ôóíêöèþ f(Z2) ≡ −πp|Z2|, ïîñëå ÷åãî ìåòðè÷åñêèé òåíçîð äëÿ (78)
ïðèìåò ñëåäóþùóþ ôîðìó:

gµν =




f(Z2)δ(U) −1/2 0 0
−1/2 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1


 (79)

Îòëè÷íûå îò íóëÿ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè:
ΓV

UU = −f(Z2)δ̇(U)

ΓV
Z2U = ΓV

UZ2
= −f ′(Z2)δ(U)

ΓZ2
UU = −f ′(Z2)δ(U)/2

(80)

ãäå òî÷êà îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî U , à øòðèõ - ïî àðãóìåíòó ôóíêöèè f(·). Óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ:





d2U

dτ2
= 0

d2V

dτ2
=

dU

dτ
(f(Z2)

dU

dτ
δ̇(U) + 2δ(U)

dZ2

dτ
f ′(Z2))

d2Z2

dτ2
=

1
2
δ(U)

(
dU

dτ

)2

f ′(Z2)

d2Z4

dτ2
= 0

(81)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå âíå óäàðíîé ïîâåðõíîñòè (U 6= 0) ëèíåéíî ïî ïàðàìåòðó τ . Òàêèì
îáðàçîì, ìû ìîæåì âûáðàòü êàëèáðîâêó τ = U . Â ýòîé ïàðàìåòðèçàöèè ïåðåïèøåì ñèñòåìó
(81) â áîëåå êîìïàêòíîì âèäå:





V̈ = (f(Z2)δ(U))
.
+ δ(u)Ż2f

′(Z2)

Z̈2 =
1
2
f ′(Z2δ(U))

Ż4 = const

(82)

Îïðåäåëèì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
V (−1) = V0, V̇ (−1) = V̇0,

Z2(−1) = Z20, Ż2(−1) = Ż20,

Z4(−1) = Z40, Ż4(−1) = Ż40,

(83)
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Z0

Z1

Z4

Ðèñ. 12: Ïðîñòðàíñòâî àíòè-äå Ñèòòåðà, ïðåäñòàâëåííîå òðåõìåðíûì ãèïåðáîëîèäîì, âëî-
æåííûì â 4-ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ìèíêîâñêîãî ñ äâóìÿ âðåìåíèïîäîáíûìè íàïðàâëåíèÿìè
Z0 è Z4. Íàïðàâëåíèå Z2 äëÿ íàãëÿäíîñòè íå óêàçàíî.

Êîíñòàíòû èç íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè îòíîøåíèÿìè:
−2V̇0 + Ż2

20 − Ż2
40 = 0

2V0 + Z2
20 − Z2

20 = −a2

V̇0 − V0 + 2Ż20Z20 − 2Ż40Z40 = 0
(84)

Ïåðâîå ÿâëÿåòñÿ íîðìèðîâî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ñëó÷àÿ ñâåòîïîäîáíîé ãåîäåçè÷åñêîé. Âòî-
ðîå è òðåòüå âîçíèêàþò èç óðàâíåíèÿ ñâÿçè (70) è åãî ïðîèçâîäíîé.
Ðåøåíèå äëÿ (81) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (83):

V = V0 + V̇0(1 + U) + f(Z20 + Ż20)θ(U) + f ′(Z20 + Ż20)

(
Ż20 +

f ′(Z20 + Ż20)
4

)
Uθ(U)

Z2 = Z20 + Ż20(1 + U) +
f ′(Z20 + Ż20)

2
Uθ(U)

(85)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïðîáíàÿ áåçìàññîâàÿ ÷àñòèöà äâèæåòñÿ íàâñòðå÷ó óäàðíîé âîëíå è
îòñòîèò îò îñè Z1 íà ïðèöåëüíûé ïàðàìåòð b, òî ðåøåíèþ ìîæíî ïðèäàòü áîëåå ïðîçðà÷íóþ
ôîðìó:

Z2 = b + f ′(b)Uθ(U)/2
V = (f ′(b))2Uθ(U)/4 + f(b)θ(U)

(86)
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Z0

Z1

Z4

Ðèñ. 13: Ïðîñòðàíñòâî àíòè-äå Ñèòòåðà è ñåìåéñòâî êðèâûõ U = const íà íåì. Â òåêñòå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ôðîíò âîëíû U = 0.

Îòñþäà ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôóíêöèè f(Z2) íà ÿçûêå ãåîìåòðè-
÷åñêîé îïòèêè - ýòî �ôàçîâûé ñäâèã�, êîòîðûé ïðèîáðåòàþò ÷àñòèöû, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç
óäàðíûé ôðîíò ñ ïðèöåëüíûì ïàðàìåòðîì Z2, ïðè÷åì ñìåùåíèå êîîðäèíàò îïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

∆Z0 = ∆Z1 =
∆V

2
=

f(b)
2

(87)

Èç (86) âèäíî, ÷òî øîêîâàÿ âîëíà ïðåëîìëÿåò òðàåêòîðèè ÷àñòèö ïîäîáíî òîíêîé ñîáèðà-
þùåé ëèíçå ñ ôîêàëüíûì ðàññòîÿíèåì

F = − 2b

f ′(b)
=

2b

πp
(88)

Ïîäîáíàÿ çàâèñèìîñòü ôîêóñà îò ïàðàìåòðà b - ýòî ñïåöèôèêà âûáðàííîãî êîëè÷åñòâà èçìå-
ðåíèé â íàøåé çàäà÷å. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìåòðèêó (79) â ñëó÷àå D + 1 èçìåðåíèé,
ïîëîæèâ f = f(Z2, Z3, ..., ZD). Åäèíñòâåííîé íåèñ÷åçàþùåé êîìïîíåíòîé òåíçîðà Ðè÷÷è
áóäåò:

RUU = −1
2
∆(D−2)f(Z2, Z3, ..., ZD)δ(U). (89)

Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòîãî çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèÿ Ýéíøòåéíà ñ òî÷å÷íûì èñòî÷íèêîì ïîëó-
÷èì, ÷òî ôóíêöèÿ f(·) äîëæíà áûòü ôóíêöèåé Ãðèíà (D − 2)-ìåðíîãî îïåðàòîðà Ëàïëà-
ñà. È åñëè â íàøåì ñëó÷àå f(Z2) ∼ |Z2|, òî äîáàâëåíèåì åùå îäíîãî èçìåðåíèÿ ïîëó÷èì
f(Z2, Z3) ∼ (Z2

2 + Z2
3 ). Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ôîêóñíîå ðàññòîÿíèå ïåðåñòàåò çàâèñåòü îò
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ïðèöåëüíîãî ïàðàìåòðà - øîêîâàÿ âîëíà äåéñòâóåò íà ïó÷îê ïàäàþùèõ íà íåå ÷àñòèö êàê
ñîáèðàþùàÿ ëèíçà, ñâîéñòâà êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ýíåðãèåé òî÷å÷íîãî èñòî÷íèêà,
åå ïîðîæäàþùåãî [31].

Îêîí÷àòåëüíî ðåøåíèå äëÿ ãåîäåçè÷åñêèõ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

V (U) = V0 + V̇0(1 + U)− πp|Z20 + Ż20|θ(U)−

−πp · sgn(Z20 + Ż20)(Ż20 − πp

4
· sgn(Z20 + Ż20))Uθ(U)

Z2(U) = Z20 + Ż20(1 + U)− πp

2
· sgn(Z20 + Ż20)Uθ(U)

(90)

ïëþñ ñâÿçü (84).

8 Çàêëþ÷åíèå
Â äàííîé ðàáîòå èññëåäîâàíû ïðîöåññû ëîáîâîãî ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö íà AdS3, ïðèâîäÿùèå
ê ïîÿâëåíèþ ÷åðíîé äûðû. Ê ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ñëåäóåò îòíåñòè îáîáùåíèå àëãîðèòìà,
ïðåäëîæåííîãî â [23] íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ÷àñòèö è ïîëó÷åíèÿ íà åãî îñíîâå ïîðî-
ãîâûõ ýíåðãèé îáðàçîâàíèÿ ÷åðíîé äûðû è õàðàêòåðèñòèê ãîðèçîíòà. Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû
ïðåäëàãàåòñÿ ñîîòíîøåíèå (60) äëÿ ñëó÷àÿ N > 40 ÷àñòèö ñ ðàçëè÷íîé ýíåðãèåé, íàëåòà-
þùèõ ñ ïðîèçâîëüíîãî íàïðàâëåíèÿ. Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ÷åðíûå äûðû íå îáðàçóþòñÿ ïðè
ýíåðãèÿõ íèæå ïëàíêîâñêîãî ìàñøòàáà. Êðîìå òîãî, ïîëó÷åíî ðåøåíèå òèïà øîêîâîé âîëíû
äëÿ AdS3 è ãåîäåçè÷åñêèå äëÿ íåãî. Ðåøåíèå ñõîäíî ñî ñëó÷àÿìè áîëåå âûñîêîé ðàçìåðíî-
ñòè è òàêæå, ñ íåêîòîðûìè îãîâîðêàìè, îáëàäàåò ñâîéñòâîì ôîêóñèðîâêè ñâåòîïîäîáíûõ
ãåîäåçè÷åñêèõ.
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